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Sommaire

Dans ce mémoire, nous présentons des simulations numériques qui modélisent les

supraconducteurs organiques en couches et plus particulièrement, leur diagramme de

phases, leur rigidité superfluide et leur conductivité. Nous démontrons que les valeurs

obtenues numériquement sont en accord avec l’expérience. Les relations entre la tem-

pérature critique, l’interaction et la rigidité superfluide sont analysées en lien avec les

diagrammes de phases théoriques. Le pseudogap et la transition de Sordi sont de plus

étudiés pour plusieurs valeurs de dopage, de frustration et d’interactions. La relation de

Homes pour les supraconducteurs non conventionnels est explorée dans le cadre des

modélisations physiques de ce présent mémoire.

Pour terminer, un logiciel de simulation numérique pour des interactions génériques

électroniques et phononiques est développé dans le but de faire l’étude de la transition

de Sordi sur des amas de tailles supérieures.
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Chapitre 1

Introduction

La mécanique quantique est à l’origine de nombreuses applications technologiques.

Un exemple important de technologie quantique découverte au 20e siècle est le tran-

sistor, un petit objet électronique essentiel utilisé universellement dans tous les engins

connectés d’aujourd’hui, allant des haut-parleurs intelligents jusqu’aux satellites. Un des

inventeurs du transistor, John Bardeen, est le même chercheur qui, en coauteur, établit la

théorie BCS (du nom des trois chercheurs ) [2,3]. Cette dernière théorie explique la supra-

conductivité par un appariement des électrons en paires, les paires de Cooper. Les cher-

cheurs supposaient que cet appariement provenait de l’interaction des phonons avec les

électrons, bien que leur théorie phénoménologique ne permet pas de prouver une telle

affirmation. L’explication microscopique détaillée fut apportée par la théorie de Migdal

et Eliashberg [4].

Les théories de BCS et d’Eliashberg sont à l’origine de la théorie de la supraconduc-

tivité conventionnelle, c’est-à-dire de la supraconductivité médiée par des excitations

collectives du réseau, soit les phonons qui peuvent être vus en quelque sorte comme des

particules de vibration du réseau.

La théorie d’Eliashberg prédisait une limite supérieure à la température critique d’un

matériau (environ 23K pour un matériau à une bande électronique [5]). Cette constata-

tion provoqua un ralentissement considérable des recherches sur le sujet de la supracon-

ductivité.

Nonobstant, en 1987, des chercheurs découvrirent que certains types de céramiques

(les cuprates) possèdent une température critique supérieure à la valeur prédite par la

supraconductivité conventionnelle [6]. Ces matériaux présentent également de très nom-

breuses phases de la matière en étroite cohabitation, telles des phases magnétiques, mé-

talliques et supraconductrices [7]. Cette découverte ne peut être expliquée par la théorie

de la supraconductivité conventionnelle et marque une nouvelle époque d’effervescence

de recherche tant expérimentale que théorique ayant pour but de percer les mystères de

ces nouveaux matériaux.

Un autre classe de matériaux appartenant eux aussi, comme les cuprates, dans la

classe des supraconducteurs non conventionnels, sont les conducteurs organiques quasi

bidimensionnels. La découverte da la supraconductivité dans les cuprates généra un

nouvel élan dans l’étude de ces conducteurs organiques qui présentent des caractéris-

tiques analogues aux cuprates et offrent quelques avantages, tels que leur pureté. De

1
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nombreux auteurs raisonnèrent que les diagrammes de phases de ces matériaux étaient

contrôlés par la physique des interactions électroniques fortes [8–10]. De plus, certains

de ces composés organiques sont même des candidats de liquide de spin quantique

(une caractéristique clé d’un liquide de spin quantique étant l’absence d’ordre magné-

tique de longue portée) [11]. Le diagramme de phase d’un tel candidat est présenté à la

Fig. 1.1i. Ces matériaux organiques présentent un champ d’études captivant et complé-

mentaire aux cuprates pour les compétitions de phases et surtout la supraconductivité

non conventionnelle.

Plus précisément, les conducteurs organiques en couches de la famille desκ−(BEDT−
TTF )2X (κ-(ET)2X ) 1 présentent un diagramme de phase comportant une transition

de Mott, de l’ordre magnétique, ainsi que de la supraconductivité (voir par exemple la

Fig. 1.1ii). De nouveaux composés dopés aux trous de ces conducteurs organiques pré-

sentent une ligne de Widom autour de laquelle une phase de liquide de Fermi subit, sous

l’effet de pression, une transition vers une phase de mauvais métal [13, 14].

Le lien entre l’état normal, plus précisément de la ligne de Widom et les états magné-

tiques, paramagnétiques et supraconducteurs dans ces matériaux est encore le sujet de

nombreuses études récentes [13–18].

Alors que les cuprates possèdent un diagramme de phase contrôlé par la température

et la concentration en électrons (phénomène nommé le dopage en trous ou en électrons

dans le jargon), les conducteurs organiques détiennent un diagramme de phase gou-

verné par la température et la pression. Effectivement, les conducteurs organiques sont

plus difficilement dopés, par contre ils sont hautement compressibles. Dans les faits, la

pression sur ces conducteurs organiques fait varier leur ratio d’interaction par rapport à

leur largeur de bande [8]. Ces deux types de matériaux sont donc complémentaires dans

les observations expérimentales dans l’espace tridimensionnel composé par la tempéra-

ture, la pression, ainsi que de la densité de porteurs (T-P-n).

Quelques exemples de prototypes de la famille des supraconducteurs organiques

sont présentés aux figures 1.1i, 1.1ii et 1.1iii. Tout d’abord, le composé κ-(ET)2Cu2(CN)3
est présenté à la Fig. 1.1i. Ce composé présente une haute frustration, duquel découle

un candidat très sérieux pour un liquide de spin. À basse température, une transition

de premier ordre entre l’isolant de Mott non magnétique et la supraconductivité est dé-

clenchée par un changement de pression. Ensuite, le composé κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl est

présenté à la Fig. 1.1ii. Ce composé possède une frustration moindre ( [19, 20]) que κ-

(ET)2Cu2(CN)3 , et par conséquent possède une phase magnétique à basse température.

1. κ-(ET)2X est l’abréviation que nous utiliserons pour les composés dont les plans conducteurs sont
formées de molécules de bis(ethylenedithio)tetrathiafulvalene (ET) et d’un anion complexe X tel que pré-
senté dans la Fig. 1.1iii. Davantage d’informations détaillés sur la composition chimique de ces matériaux
est disponible dans les références suivantes : [8, 12].
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Cet isolant de Mott magnétique à basse pression donne lieu à une phase supraconduc-

trice par une transition de premier ordre lorsque le composé est sujet à une pression

croissante. Les composés κ-(ET)2Cu2(CN)3 et κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl sont demi-remplis.

Il existe des composé dopé aux trous, tel que le κ-(ET)4Hg2.89Br8 (dont l’équivalent à

demi rempli est le κ-(ET)2Cu2(CN)3 ), exposé à la Fig. 1.1iii. κ-(ET)4Hg2.89Br8 diffère du

composé κ-(ET)2Cu2(CN)3 par le fait de la présence d’une transition entre deux phases

métalliques. De plus, la forme de la phase supraconductrice s’étend sous forme de dôme

autour d’une ligne de Widom, alors que pour le composé à demi remplissage, une tran-

sition de premier ordre entre l’isolant de Mott de type liquide de spin et la phase supra-

conductrice survient lorsque la pression est augmentée à basse température.

En raison de l’équivalence pour les matériaux organiques entre la pression et les

changements du ratio de l’interaction à la largeur de bande, l’espace tridimensionnel ac-

cessible aux expérimentations est cartographié dans l’espace T-U-n d’un point de vue de

la modélisation physique sous le modèle de Hubbard, modèle prototype de la physique

des interactions électroniques fortes.

Une théorie pouvant, au moins qualitativement, capter les éléments clés de ces dia-

grammes de phase représenterait une avancée importante dans la compréhension de

ces matériaux. Plusieurs bonnes études ont fait un tel pas à notre avis, et le corps de ce

mémoire présente un tel article dont le principal auteur est aussi l’auteur de ce présent

mémoire.

C’est dans l’optique de mieux comprendre d’un point de vue théorique ces matériaux

organiques que s’organise la structure de ce mémoire.

Premièrement, nous exposons la théorie et méthodologie nécessaire à l’implémen-

tation d’un logiciel de simulations numériques portant sur le Monte Carlo quantique

en temps continu (CT-QMC) avec interactions génériques de type électroniques et pho-

noniques aux Sec. 2.3 et 2.4. La création de ce logiciel avait comme un de ces objectifs

principaux l’étude approfondie de la transition de Sordi dans le réseau triangulaire pour

des amas de plus grandes tailles. La réussite de cet objectif est décrite en détail dans l’ar-

ticle [23] et dans le mémoire de Pierre-Olivier Downey [24].

Deuxièmement, nous visons à expliquer par une théorie les résultats expérimentaux

surprenants de Oike et collab. [13] et de Suzuki et collab. [14]. Ces résultats expérimen-

taux sur un composé organique dopé en trous, expose un dôme supraconducteur au-

tour duquel des propriétés électroniques présentent des comportements critiques sur-

prenants. Nous présentons, dans l’article joint, une analyse d’un point de vue théorique

des résultats expérimentaux énoncés précédemment à la Sec. 3.1.

Troisièmement, nous travaillons à produire des résultats de simulations numériques
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(i) (ii)

(iii)

FIGURE 1.1 i.) Diagramme de phase pour le composé organique κ-(ET)2Cu2(CN)3 . Figure
tirée de [21].
ii.) Diagramme de phase pour le composé organique κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl .
Figure tirée de [22].
iii.) (a) Description schématique de la composition générique des composés
κ-(ET)2X et (b) de la modélisation effective sur le réseau triangulaire qui en
découle.
(c) Le composé dopé en trous κ-(ET)4Hg2.89Br8 . Figure tirée de [14].
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provenant de logiciels CT-QMC dans le but de jeter un œil nouveau sur la phase supra-

conductrice et normale par l’étude du pseudogap, de la conductivité et de la rigidité su-

perfluide aux Sec. 3.2, 3.3 et J.

Quatrièmement, les résultats théoriques de ce mémoire, notamment le modèle de

Hubbard sur le réseau triangulaire anisotrope en CDMFT à température finie, sont confron-

tés à la loi de Homes expérimentale à la Sec. 3.3. Cette dernière loi fait état d’une relation

de proportionnalité universelle entre la température critique, la conductivité et la rigidité

superfluide pour l’ensemble des supraconducteurs non conventionnels.



Chapitre 2

Théorie et Méthodologie

2.1 Fonctions de Green

Dans la présente section, nous exposons les outils nécessaires à l’étude du problème

à N-Corps quantique, c’est-à-dire l’étude de systèmes avec un nombre typique de par-

ticules (de l’ordre du nombre d’Avogadro 6.0 × 1023). L’équation clé à résoudre est nul

doute celle de Schrödinger dépendente du temps t, qui décrit l’évolution de la fonction

d’onde ψ (le «système») sous l’influence d’un Hamiltonien H («l’environnement»)

iℏ
∂ |ψ⟩
∂t

= Ĥ |ψ⟩ . (2.1)

L’équation de Schrödinger étant une équation différentielle, il est tentant d’appliquer la

méthodologie des fonctions de Green pour la résoudre [25–27]

L = iℏ
∂

∂t
−H(r) (2.2)

LG(r, t; r′, t′) = δ(r− r′)δ(t− t′) (2.3)

⇒ ψ(r, t) ∼
∫
d3r′G(r, t; r′, t′)ψ0(r′, t′) (2.4)

avec G la fonction de Green et ψ0(r′, t′) la fonction d’onde initiale. Nous n’avons pas posé

l’égalité à l’Eq. 2.4, car nous avons omis des détails pour fin de simplicité. Les détails

peuvent être trouvés dans les références [25–28].

Dans le même ordre d’idées que pour le problème d’une particule plus haut, pour

le problème à N-Corps, une des fonctions de corrélations les plus pertinentes et prag-

matiques est la fonction de Green à N-Corps pour les fermions. Pour un état quantique

représenté par l’ensemble des nombres quantiques a et un autre état quantique repré-

senté par les nombres quantiques b, la fonction de Green régissant l’évolution du système

d’un temps t’ à t s’écrit

Gab(t, t
′) := −i

〈{
ca(t), c

†
b(t

′)
}〉

θ(t− t′) (2.5)

⟨O(t)⟩ := Tr[e−βKeiHtOe−iHt]

Z
(2.6)

Z := Tr[e−βH ] (2.7)

K := H − µN . (2.8)

6
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Dans les dernières équations, nous avons introduit la température inverse β = 1
kBT

avec

kB la constante de Boltzmann, la fonction de Partition Z, le potentiel chimique µ et le

nombre de particules N . De plus, les opérateurs ca(t) et c†b(t
′) sont analogues aux opéra-

teurs d’échelle pour l’oscillateur harmonique quantique. Respectivement, ils détruisent

un fermion dans l’état a au temps t et crée un fermion dans l’état b au temps t’. D’un point

de vue des représentations quantiques, ces opérateurs sont exprimés dans la représen-

tation de Heisenberg.

À température finie, une méthodologie davantage pratique est le formalisme de Mat-

subara (en temps imaginaire, τ = it)

Gab(τ) := −
〈
Tτ ca(τ)c

†
b(0)

〉
(2.9)

Gab(iωn) =

∫ β

0
dτGab(τ)e

iωnτ (2.10)

Gab(τ) =
1

β

∑

n∈Z
e−iωnτGab(iωn) (2.11)

ωn :=
(2n+ 1)π

β
(2.12)

avec Tτ l’opérateur d’ordonnancement dans le temps [27, 28].

Cette fonction de Green de Matsubara, notée G, est liée à la fonction de Green en

temps réelG par prolongement analytique [27–31]. De plus, la fonction de Green de Mat-

subara en fonction du temps imaginaire est antipériodique. Par conséquent, une analyse

de Fourier démontre que les fréquences de Matsubara définies à l’Eq. 2.12 doivent être

impaires. Ces résultats découlent du principe de Pauli.

Un autre résultat important de la théorie quantique concerne les développements

perturbatifs des opérateurs. En effet, en appliquant les méthodes de résolution itératives,

un développement perturbatif permet d’écrire la valeur moyenne d’une observable selon

l’équation suivante [27, 29, 31]

⟨O(τ)⟩ =
Z0

Z

∞∑

n=0

(−1)n

n!

∫ β

0
dτ1...

∫ β

0
dτn ⟨TτHI(τn)...HI(τ1)O(τ)⟩0 (2.13)

H := H0 +HI (2.14)

avec H0 le Hamiltonien non interagissant (au repos) et HI la partie interagissante (la

perturbation).

Le Hamiltonien est donc séparé en une partie dont la solution est connue (facilement

calculable, souvent la partie non interagissante) et l’autre partie est la perturbation qui

est plus difficile à résoudre. La valeur moyenne dans l’Eq. 2.13 est définie par la valeur
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moyenne de l’Eq. 2.6 en appliquant la transformation (rotation de Wick ou prolongement

analytique) et en notant que τ = it.

2.2 Méthodes sur amas

Nous considérons le modèle de Hubbard à une bande comme Hamiltonien de mo-

délisation pour les systèmes à l’étude. Nous nous intéressons plus particulièrement au

réseau triangulaire anisotrope en deux dimensions. Effectivement, ce modèle est une

représentation effective proposée pour les conducteurs organiques de la famille des κ-

(ET)2X [8].

2.2.1 Modèles de Hubbard pour les conducteurs organiques

Les conducteurs organiques de la famille des κ-(BEDT-TTF)2X (κ-(ET)2X ) sont for-

més de cristaux de couches alternantes de donneurs d’électrons (BEDT-TTF) et d’accep-

teurs d’électrons (les anions X). La couche organique de ces matériaux est fortement di-

mèrisée, tel que présenté à la Fig. 1.1iii. Ces dimères forment un agencement de sites

effectifs localisé sur un réseau bidimensionnel triangulaire anisotrope [8].

Dans le cas typique, tel que pour κ-(ET)2Cu2(CN)3 et κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl (pour le

cas des anions monovalent), les dimères (BEDT-TTF)2 transfère un électron à l’anion X.

Les calculs de la structure de bande par les équipes de Kandpal et collab. [19] et de Na-

kamura et collab. [20] prédisent que les couches organiques devraient être métalliques,

alors que les couches des anions devraient être isolantes. Ceci est en forte opposition

aux diagrammes de phase très riches de ces matériaux. Par conséquent, plusieurs mo-

dèles prenant en compte les interactions électroniques ont été proposés pour expliquer

cette disparité. Le modèle de Hubbard à une bande sur le réseau bidimensionnel trian-

gulaire anisotrope est un de ces modèles qui prend en compte la structure de bande et

les interactions électroniques sur les sites effectives (Fig. 1.1iii).

Pour le réseau triangulaire anisotrope, la relation de dispersion est donnée par (avec

un pas du réseau défini comme l’unité) [8]

ϵ0(k) = 2t (cos(kx) + cos(ky)) + 2t′ cos(kx + ky) (2.15)

avec t le paramètre de saut entre les plus proches voisins sur le réseau effectif formé par

les dimères, alors que t’ est le saut au deuxième voisin.
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Le modèle de Hubbard s’écrit

H =
∑

i,j,σ

tij c
†
iσcjσ + U

∑

i

ni↑ni↓ − µ
∑

i,σ

ni,σ . (2.16)

Ici, le terme tij correspond à l’amplitude de saut entre sites voisins, ciσ et c†iσ annihile et

crée un électron de spin σ au site i respectivement. De plus niσ est le nombre d’occupa-

tions pour l’électron de spin σ au site i, µ est le potentiel chimique et U est la répulsion

coulombienne sur site. Le modèle de Hubbard constitue un des modèles les plus simples

pour des électrons interagissant sur un réseau. Pourtant, sa résolution est loin d’être tri-

viale et nécessite des méthodologies poussées [27].
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2.2.2 CDMFT

FIGURE 2.1 Schématisation du partitionnement du réseau en amas en CDMFT. Dans le
texte, les vecteurs positions dans l’espace réel sont notés par la lettre r (x dans
la présente figure). Figure tirée de [32].

La théorie de champ moyen dynamique sur amas (CDMFT) est une approche auto-

cohérente dans laquelle le réseau est partitionné en un super-réseau et en un amas. Les

quantités physiques sont calculées sur l’amas et le reste du réseau est substitué par un

bain d’électrons non interagissant. Une relation d’autocohérence reliant la fonction de

Green de l’amas et la fonction de Green du réseau détermine les valeurs de paramètres

du bain.

Cette méthode est une extension à la DMFT (Dynamical Mean Field Theory) [33].

L’approximation clé de cette méthode consiste à considérer que la self-énergie 1 est lo-

cale à chaque amas et que la self-énergie du réseau est la même que la self-énergie d’un

amas. D’excellentes revues sont disponibles sur le sujet [32, 34, 35]. Nous présentons ici

une vue d’ensemble caricaturale et schématique de la méthode.

Le réseau est d’abord partitionné en amas de taille Lx par Ly par Lz, soient les lon-

gueurs en sites selon les axes correspondants. Nous définissons par la suite le nombre de

sites de l’amas par Ncl = LxLyLz. Cette séparation du réseau en amas définit un super-

réseau et la répétition des amas dans l’espace partitionne totalement le réseau original.

Nous devons désormais définir le réseau réciproque pour un amas donné ainsi que

pour le super-réseau. Pour définir un site dans un amas, deux indices spatiaux associés à

l’espace et/ou à l’espace réciproque sont nécessaire [32, 35]

— rj : vecteur position sur le réseau total d’un site j → k.

1. la self-énergie noté Σ représente l’effet des interactions pour un électron dans un environnement
complexe. Simplement, la partie réel déplace les énergies propres comparativement au cas sans interactions
et la partie imaginaire est reliée à la diffusion d’un électron dans l’environnement représenté par les autres
particules.
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— Rj : vecteur de position du site j dans un amas donné → K.

—
∼
r :vecteur de position associé au super-réseau (position des origines des amas)

→
∼
k .

Les notations précédentes sont schématisées à la Fig. 2.1. La zone de Brillouin réduite

(réduite d’un facteurNcl, le nombre de sites de l’amas) est définie par les vecteurs d’ondes
∼
k et les vecteurs d’ondes totaux sont reliés à ces vecteurs d’ondes réduits modulo les vec-

teurs d’ondes intra-amas K. En somme

ri = Ri+
∼
r→

∑

r

=
∑

R

∑

∼
r

(2.17)

k = K+
∼
k→

∫
ddk

(2π)d
=
∑

K

∫
dd

∼
k

(2π)d
. (2.18)

Pour obtenir la valeur d’un observable sur un amas, nous devons intégrer (projec-

tion) cette même observable sur la zone de Brillouin réduite. En prenant un exemple

avec la fonction de Green de l’amas, celle-ci s’obtient par le biais de la fonction de Green

du réseau par les équations

Ĝcl(iωn) = Ncl

∫
ddk̃

(2π)d
Ĝlatt(iωn,

∼
k) (2.19)

=
1

N

∑

i

Ĝlatt(iωn,
∼
ki) . (2.20)

L’intégrale de l’Eq. 2.19 est sur la zone de Brillouin réduite et d est la dimensionnalité

du système à l’étude. L’Eq. 2.20 est la version discrétisée de l’Eq. 2.19. Le chapeau sur

les symboles (tel que Ĝcl) spécifie qu’il s’agit de quantités matricielles dans la base des

indices de sites de l’amas. L’indice cl dénote un amas (cluster) et l’indice latt indique le

réseau (lattice).

En fréquences de Matsubara, et sur des indices de sites ainsi que dans la zone de

Brillouin réduite, la fonction de Green du réseau s’écrit [32]

Ĝ−1
latt(iωn,

∼
k) = (iωn + µ) Î− t̂(

∼
k)− Σ̂cl(iωn) (2.21)

où
∼
k est le vecteur d’onde associé à l’invariance de translation d’amas en amas (l’espace

réciproque du super-réseau), µ est le potentiel chimique, t̂(
∼
k) est la matrice de saut totale

et Σ̂cl(iωn) est la self-énergie d’un amas, imposée égale à la self-énergie du réseau. La

définition du terme de saut est quant à elle donnée par

t̂ij(
∼
k) :=

1

Ncl

∑

K

ei(
∼
k+K)·(Ri−Rj) ϵ(

∼
k+K) . (2.22)
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Bien évidemment, la self-énergie est reliée à la fonction de Green de l’amas par le

biais de l’équation de Dyson

Ĝ−1
cl = Ĝ−1

0 − Σ̂cl . (2.23)

Dans cette dernière équation, nous avons défini le propagateur libre (analogue à un

champ de Weiss dans le sens usuel de la physique statistique [34]) de l’amas par la re-

lation

Ĝ−1
0 (iωn) = (iωn + µ) Î− ĥ0loc − ∆̂cl(iωn), (2.24)

avec ĥ0loc (la notation t̂Loc est aussi utilisée), la partie à une particule de l’Hamiltonien de

l’amas et ∆̂cl est la fonction d’hybridation qui définit le couplage entre l’amas et le bain

d’électrons non interagissants. La valeur exacte de ĥ0loc est obtenue par projection du

terme de saut total sur l’amas, et ceci se prouve par un développement à haute fréquence

de la relation d’autocohérence 2

ĥ0loc = Ncl

∫
ddk̃

(2π)d
t̂(

∼
k) . (2.26)

Par la suite, la projection de la fonction de Green du réseau sur l’amas mène à la

relation d’autocohérence pour la fonction d’hybridation selon l’Eq. 2.19.

Effectivement, une simulation commence à partir d’un choix de départ pour la fonc-

tion d’hybridation (par exemple la valeur donnée par Hartree-Fock). Ceci donne ainsi

le champ moyen dynamique défini à l’Eq. 2.24, soit le propagateur libre de l’amas. En

supposant que le problème d’impureté peut être résolu, l’équation de Dyson (Eq. 2.23)

fournit alors la self-énergie qui est nécessaire pour obtenir la fonction de Green du ré-

seau de l’Eq. 2.23, entrant dans le côté droit de la relation d’autocohérence de l’Eq. 2.19.

En utilisant l’équation de Dyson une nouvelle fois sur le côté gauche de la relation d’au-

tocohérence, nous obtenons une nouvelle valeur pour la fonction d’hybridation. Cette

procédure est bien évidemment itérée jusqu’à la convergence. Il va sans dire que la partie

particulièrement difficile de cet algorithme est le calcul de la fonction de Green de l’amas.

Ceci est effectué dans notre cas par la méthode de Monte Carlo en temps continu dans la

2. La relation entre le premier moment de la fonction d’hybridation et ĥ0
loc est donnée dans la référence

suivante [36] et est obtenue par un développement à haute fréquence. Effectivement, nous trouvons que le
premier moment de la fonction d’hybridation possède la forme d’une variance du terme de saut total par
rapport au super-réseau

∆̂1 = Ncl

∫
ddk̃

(2π)d
[
t̂(

∼
k)

]2 − [
ĥ0
loc

]2
. (2.25)
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saveur de développement en puissance de la fonction d’hybridation. En ce qui concerne

ces dernières méthodes, il est possible de se référer aux ressources suivantes [37, 37, 38].
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2.2.3 Restauration de l'invariance sous translation en CDMFT

La restauration de l’invariance sous translation en CDMFT est un sujet épineux et de

nombreux auteurs s’y sont intéressés [35,39]. La restauration qui semble la plus naturelle

pour nous se nomme la périodisation de Green. Effectivement, la périodisation de Green

est particulièrement attrayante pour plusieurs raisons. La plus importante aux yeux du

présent auteur est que le calcul de la densité d’états est le même avec la fonction de Green

de l’amas que celle calculée avec la périodisation Green

G(k) =
1

Ncl

∑

ij

e−ik·(Ri−Rj)
[
Ĝlatt(

∼
k)
]
ij

(2.27)

= V †
k Ĝlatt(

∼
k)Vk (2.28)

V †
k :=

1√
Ncl

(eik·R0 ; eik·R1 ; ...; eik·RNcl ) (2.29)

avec V †
k un vecteur ligne et Ĝlatt(

∼
k) définie à l’Eq. 2.21. Cette périodisation semble natu-

relle, car la densité d’états calculée sur l’amas devrait être en principe égale à la densité

d’états sur le réseau, qui elle-même doit être identique à la densité d’états calculée par la

fonction de Green périodisée.

Démontrons que cette dernière affirmation est valide dans le cas de la CDMFT avec

la restauration de l’invariance sous translation définie à l’Eq. 2.27. La densité d’états est

simplement reliée à la partie imaginaire de la quantité suivante

∫
ddk

(2π)d
G(k) . (2.30)

Maintenant, nous pouvons utiliser l’Eq. 2.27 pour réécrire l’Eq. 2.30

∫
ddk

(2π)d
G(k) =

∫
ddk

(2π)d
1

Ncl

∑

ij

e−ik·(Ri−Rj)
[
Ĝlatt(

∼
k)
]
ij

(2.31)

=
∑

K

∫
dd

∼
k

(2π)d
1

Ncl

∑

ij

e−i(K+
∼
k)·(Ri−Rj)

[
Ĝlatt(

∼
k)
]
ij

(2.32)

Or, une forme de la relation de fermeture est la suivante

1

Ncl

∑

K

e−iK·(Ri−Rj) = δij . (2.33)
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L’Eq. 2.33 dans Eq. 2.32 implique

∫
ddk

(2π)d
G(k) =

∫
dd

∼
k

(2π)d

∑

i

e−i
∼
k·(Ri−Ri)

[
Ĝlatt(

∼
k)
]
ii

(2.34)

= Tr

[∫
dd

∼
k

(2π)d
Ĝlatt(

∼
k)

]
. (2.35)

Finalement, en utilisant maintenant la relation d’autocohérence de l’Eq. 2.19, nous

trouvons effectivement que la périodisation Green impose l’égalité de la densité d’états

sur le réseau et sur l’amas
∫

ddk

(2π)d
G(k) =

1

Ncl
Tr
[
Ĝcl

]
. (2.36)

2.2.4 DCA

Une autre généralisation sur amas du champ moyen dynamique (DMFT) est la DCA

(Dynamical cluster approximation) [32, 40]. Cette généralisation en est une qui impose

l’invariance sous translation du cristal. Entrons davantage dans les détails. La différence

principale entre la CDMFT et la DCA est dans la définition du terme de saut [32, 41]

tDCA
ij (

∼
k) = e−i

∼
k(Ri−Rj)tCDMFT

ij (
∼
k) (2.37)

=
1

Ncl

∑

K

eiK·(Ri−Rj)ϵ(
∼
k+K) . (2.38)

La relation d’autocohérence est très similaire à celle que nous retrouvons pour la

CDMFT. Il suffit cette fois-ci de définir des parcelles («patchs» dans la jargon anglophone)

autour des points K. Ces parcelles doivent couvrir dans son entièreté le domaine de la

zone de Brillouin réduite, déterminé par l’Eq. 2.19.

Gc
K(iωn) =

1

N

∑

∼
k∈P

GL
K(iωn,

∼
k) (2.39)

avec la notation c pour l’amas et la notation L pour le réseau.
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2.3 Monte Carlo

2.3.1 Rappel élémentaire de Monte Carlo : les grandes lignes

Le Monte Carlo (MC ) est une méthode stochastique qui cherche à évaluer des inté-

grales de la forme suivante

⟨A⟩ =
∫

C(x)
dx p(x)A(x) . (2.40)

Dans la dernière équation, C(x) est l’espace des configurations ou des phases, dont les

indices continus et/ou discrets (positions, spins, orbitales, etc.) sont inclus dans le super-

vecteur x. La distribution de probabilité de la variable aléatoire x est donnée par p(x). En

utilisant une notation inspirée de [37, 42–44] la version discrète de l’ Eq. 2.40 est

⟨A⟩p =
∑

Cn

p(Cn)An . (2.41)

L’indice p dans l’Eq. 2.41 fait référence à la valeur moyenne calculée avec la distribution

de probabilité définie par

p(Cn) =
W (Cn)∑
Cn W (Cn)

(2.42)

Z

Z0
=
∑

Cn

W (Cn) (2.43)

Une configuration en langage diagrammatique est un ensemble de vertex

Cn = {v1, v2, ..., vn} (2.44)

vj = {rj , κj , τj ; rj′ , κj′ , τj′ |sj} (2.45)

:= {j; j′|sj} . (2.46)

Un vertex vj possède un début j et une fin j′. Dans les Eq. 2.44, 2.45, 2.46, ri est le site

pour l’électron i, κi est l’indice qui encapsule le spin i (σi) et l’orbital i (νi), les si sont des

spins auxiliaires de type Ising introduit de façon purement mathématique pour amoin-

drir le problème de signe [37, 45]. Un exemple est explicitement donné pour le modèle

de Hubbard à une bande à la Sec. 2.3.3.

Ainsi, la somme sur les configurations s’exprime comme une somme sur tous les en-

sembles distincts de vertex [42, 43, 46]
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∑

Cn

=
∑

s1...sn

∫
d1d1′d2d2′...dndn′ (2.47)

∫
dj =

∫ β

0
dτj
∑

rjκj

. (2.48)

Les sommes du type de l’ Eq. 2.41 sont réécrites par un ensemble fini de points choisi

stochastiquement pour suivre fidèlement la distribution de probabilité de l’ Eq. 2.42 par

une marche aléatoire

⟨A⟩ =
∑

Cn W (Cn)A(Cn)∑
Cn W (Cn)

(2.49)

≈ 1

N

N∑

i=1

A(Ci) (2.50)

= ⟨A⟩MC . (2.51)

Ce processus de réécriture des valeurs moyennes de cette façon se nomme l’échantillon-

nage en importance. Les observables sont ainsi exprimées comme des variables aléa-

toires dans l’espace C :=
∞⋃
n=0

Cn. Pour obtenir des estimations des observables, la distri-

bution de probabilité est échantillonnée via une chaine de Markov.
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2.3.2 L'algorithme de Metropolis-Hastings

Une chaine de Markov est entièrement définie par une matrice de probabilité de

transition P (Cn → Ci) [37,44,47]. Un élément de cette matrice renferme la probabilité de

transiter d’un état donné à un autre. En débutant d’un état arbitraire Cn, la chaine de Mar-

kov converge exponentiellement vers la distribution cible Ci sous quelques conditions :

i.) l’ergodicité ii.) la condition de bilan global. Cette matrice de probabilité de transition

est normalisée

∑

Ci

P (Cn → Ci) = 1 (2.52)

car la probabilité de transiter vers n’importe quelle configuration en partant d’une confi-

guration donnée est l’unité. L’ergodicité s’exprime comme suit :

∀x, y ∈ C ∃ N > 0 tel que n ≥ N : Pn(x→ y) ̸= 0

La condition de bilan global, quant à elle s’écrit

∑

Cn

p(Cn)P (Cn → Ci) = p(Ci) . (2.53)

Cette condition de bilan globale signifie de façon vulgarisée et imagée que si nous vou-

lons effectuer une marche aléatoire dans la distribution de probabilité cible, nous devons

transiter d’une configuration à une autre en suivant globalement cette même distribu-

tion cible.

Une condition suffisante, mais non nécessaire de satisfaire la condition de bilan glo-

bale, est la condition de bilan détaillé. Cette dernière s’exprime mathématiquement comme

suit à une étape i de la chaine [48]

P (Ci → Ci+1)

P (Ci+1 → Ci)
=
W (Ci+1)

W (Ci)
. (2.54)

De façon imagée, cette condition démontre que de suivre globalement la distribution

cible peut être atteint en la suivant au pas-à-pas. Nous pouvons réécrire l’équation ci-
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dessus et montrer facilement qu’elle satisfait la condition de bilan globale

P (Ci → Ci+1)W (Ci) = P (Ci+1 → Ci)W (Ci+1) (2.55)

⇒
∑

Ci

P (Ci → Ci+1)W (Ci) =
∑

Ci

P (Ci+1 → Ci)W (Ci+1) (2.56)

⇒
∑

Ci

P (Ci → Ci+1)W (Ci) =W (Ci+1)
∑

Ci

P (Ci+1 → Ci) (2.57)

∑

Ci

P (Ci → Ci+1)W (Ci) =W (Ci+1) . (2.58)

Ainsi, la condition d’ équilibre globale de l’Eq. 2.53 est satisfaite.

Ensuite, la matrice de transition est factorisée en une probabilité de proposer une

nouvelle configuration et une probabilité d’accepter la nouvelle configuration [49]

P (a→ b) = Pprop(a→ b)Pacc(a→ b) . (2.59)

La condition de bilan détaillé est garantie en utilisant le ratio d’acceptation de Metropolis-

Hastings

Pacc(a→ b) =Min[1, R(a→ b)] (2.60)

R(a→ b) =
p(b)Pprop(b→ a)

p(a)Pprop(a→ b)
(2.61)

R(b→ a) =
[
R(a→ b)

]−1
. (2.62)
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2.3.3 Monte Carlo quantique en temps continu (CT-QMC)

Rappelons comment nous pouvons écrire la fonction de partition en termes de va-

riables de Grassmann [28]

Z =

∫
D[cxcx] exp [−S] (2.63)

=

∫
D[cxcx]e

−S0e−SI (2.64)

=
∑

m

∫
D[cxcx]e

−S0

[
(−1)m

m!
(SI)

m

]
(2.65)

= Z0 ⟨exp (−SI)⟩0 (2.66)

où S est l’action qui est décomposable en une partie quadratique (S0) et une partie in-

teragissante (SI). Ici, c et c sont des variables de Grassman conjuguées. Nous référons

le lecteur aux références suivantes qui démontrent et appliquent cette machinerie [28,

30, 47]. Les notations sont une hybridation originale des références précédentes et des

références [42–44, 46]. La valeur moyenne d’une observable est donnée par

〈
A(c†acb)

〉
=

1

Z

∫
D[cxcx] exp [−S]A(cacb) . (2.67)

Par exemple, pour des interactions de type seulement densité-densité

S = S0 + SI (2.68)

=
∑

rκ,r′κ′

∫
dτdτ ′

(
crκ(τ)

[
g0rκr′κ′(τ, τ ′)

]−1
cr′κ′(τ ′)+ (2.69)

∑

s

Vκκ′(τ, τ ′)

2
[nrκ(τ)− ακ(s)][nr′κ′(τ ′)− ακ′(s)]

)
.

Les fonctions ακ(s) qui proviennent des spins auxiliaires de type Ising (pour éliminer

le problème de signe provenant de l’interaction répulsive [37, 42]) doivent être choisies

judicieusement et les détails sont fournis à la Sec. 2.4.

Nous pouvons maintenant écrire l’Eq. 2.66 avec la définition 2.48

Z

Z0
=

∞∑

m=0

(−1)m

m!2m

∑

s1...sm

∫
d1d1′...dmdm′V11′ ...Vmm′ (2.70)

⟨Tτ [n1 − α1(s1)][n1′ − α1′(s1)]...[nm − αm(sm)][nm′ − αm′(sm)]⟩0
〈
A(c†acb)

〉
=
Z0

Z

∞∑

m=0

(−1)m

m!2m

∑

s1...sm

∫
d1d1′...dmdm′V11′ ...Vmm′ (2.71)

⟨Tτ [n1 − α1(s1)][n1′ − α1′(s1)]...[nm − αm(sm)][nm′ − αm′(sm)]A(cacb)⟩0 .
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Dans presque tous les cas, les interactions densité-densité de type Hubbard peuvent

s’écrire

Vjj′ := Vκjκj′ δrj ,rj′ δ(τj − τj′)✁δκj ,κj′ (2.72)

✁δκj ,κj′ :=




0 ;κj = κj′

1 ;κj ̸= κj′
(2.73)

Les Eq. 2.66, 2.69 impliquent, avec l’utilisation du théorème de Wick

Z

Z0
=
∑

Cn

W (Cn) (2.74)

W (Cn) =
(−1)n

n!2n

(
n∏

i=1

Vκiκi′ (τi, τi′)

)
Det

[
M(Cn)

]
(2.75)

[
M(Cn)

]
ij
= g0riκirjκj

(τi, τj)− δijακi(si) (2.76)

avec, Det
[
M(Cn)

]
un déterminant qui encapsule toutes les contractions de Wick à un

ordre n donné.

En explicitant tous les indices, écrivons le modèle de Hubbard à une bande :

Z

Z0
=

∞∑

m=0

(−U
2

)m 1

m!

∑

s1...sm

∑

r1...rm

∫ β

0
dτ1....dτm (2.77)

⟨Tτ [nr1↑(τ1)− α↑(s1)][nr1↓(τ1)− α↓(s1)]...[nrm↑(τm)− α↑(sm)][nrm↓(τm)− α↓(sm)]⟩0

ασ(s) =
1

2
+ σsϵ (2.78)

ϵ =
1

2
+ 0+ (2.79)

Pour garder la même action avec et sans spin auxiliaire, nous pouvons simplement ab-

sorber un terme dans le potentiel chimique µ→ µ− U/2 [46].

2.3.4 Le problème de signe

Le problème de signe en physique statistique quantique réfère au fait que les mé-

thodes de Monte Carlo quantique possèdent une limite intrinsèque pour obtenir des ob-

servables pour des systèmes fermioniques comparativement aux systèmes bosoniques

[50,51]. En effet, l’écriture de la fonction de partition pour un système fermionique selon
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l’ Eq. 2.74 comporte un signe qui s’exprime à travers le déterminant (principe de Pauli).

Ainsi, nous obtenons des poids de phases (signes) alternants, ce qui nous oblige à consi-

dérer la valeur absolue des poids dans la fonction de partition et de transférer le signe

vers les observables [37]

⟨A⟩p =

∑
Cn W (Cn)A(Cn)∑

Cn W (Cn)
(2.80)

→
∑

Cn sgn [W (Cn)] |W (Cn)|A(Cn)∑
Cn sgn [W (Cn)] |W (Cn)|

(2.81)

=
⟨sgnA⟩|p|
⟨sgn⟩|p|

. (2.82)

En revanche, les poids des bosons ne font qu’intervenir des permanents et donc le

problème de signe y est absent. Il est possible de démontrer que le signe est fonction

d’une exponentielle décroissante en fonction de β et du nombre de degrés de liberté.

Ainsi, le numérateur et le dénominateur approche de zéro exponentiellement, ce qui

cause une variance des observables qui devient rapidement hors de contrôle

⟨sgn⟩|p| ∼ exp
(
− β ∗N ∗∆F

)
(2.83)

avec ∆F la différence de densité d’énergie libre entre le véritable système de fermions et

celui avec les poids absolus [50, 51]. L’avantage des simulations Monte Carlo qui ont une

difficulté computationnelle polynomiale sans problème de signe est donc complètement

perdu.
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2.4 Implémentation multiorbital

2.4.1 Introduction

La présente section s’intéresse à la théorie nécessaire pour l’implémentation d’un so-

lutionneur Monte Carlo avec la saveur CT-INT 3 pour un Hamiltonien multiorbital avec

des interactions phononiques de type Holstein. En apparence, ceci est une section qui

est quelque peu redondante par rapport à la section précédente. En revanche, les expli-

cations exposées ici s’avèrent davantage pratiques lorsqu’il vient le temps de mettre en

pratique la théorie en vue d’une implémentation numérique.

2.4.2 Notations

Une des premières observations par rapport à la modélisation à une bande est le fait

que les quantités physiques, telles les fonctions de Green seront maintenant des matrices

de dimensions (2NclNOrb) × (2NclNOrb), avec Ncl le nombre de sites dans l’amas et NOrb

est le nombre d’orbitales. Le facteur deux provient des deux valeurs de spins. Un chapeau

définit une matrice dans l’espace des sites et une lettre grasse définit une matrice dans

l’espace combiné des orbitales (ν) et des spins (σ). L’indice combiné orbital et spin est

défini par la lettre κ. Une lettre grasse avec un chapeau est par conséquent une matrice

dans l’espace κ et des sites.

2.4.3 Hamiltonien

L’Hamiltonien que nous considérons est de type Hubbard-Kanamori-Holstein et pos-

sède la forme suivante [53, 54]

H =
∑

κκ′rr′
tκrκ′r′c

†
κrcκ′r′ +

∑

r,ν

Uν,νnrν↑nrν↓ +
∑

rσ,ν<ν′
U ′
ν,ν′nrνσnrν′σ̄+ (2.84)

∑

rσ,ν<ν′

(
U ′
ν,ν′ − JH

ν,ν′
)
nrνσnrν′σ +HPhonons

HPhonons =
∑

qλκ

ωqλκb
†
qλbqλ +

∑

qλκ

gqλ(ρqκb
†
qλ + ρ†qκbqλ) (2.85)

ρqκ = ρqκ[c
†
qκ, cqκ] . (2.86)

Démystifions les notations utilisées dans les équations précédentes. D’abord, σ repré-

sente un spin fermionique. Ensuite, l’indice ν est utilisé pour les orbitales. La notation

3. La présente section présente la dérivation CT-QMC qui est compatible avec les deux méthodologies
CT-AUX et CT-INT, alors que la section 2.3.3 présente la forme usuelle de CT-INT [37, 42, 52]. CT-AUX et
CT-INT sont en fait complètement équivalents (voir l’Annexe G).
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pour la dernière ligne est empruntée de la référence [42]. Notons que le potentiel chi-

mique est inclus dans le terme de saut. Écrivons maintenant l’action correspondante à

ce Hamiltonien en introduisant immédiatement les spins auxiliaires de type Ising (s). De

plus, nous ne prendrons qu’un couplage avec des phonons optiques de type Einstein

(diagonal dans l’espace réel et une seule branche λ qui se couple identiquement à toutes

les orbitales). La généralisation à des Hamiltoniens plus complexes est certes possible 4,

mais ceux-ci ne seront pas présentés dans ce mémoire. En utilisant l’Eq. 2.84, l’action sur

amas peut être écrite de la façon suivante [28]

S = S0 + SI (2.87)

S0 =

∫
dτdτ ′ĉ†(τ)[Ĝ0(τ − τ ′)]−1ĉ(τ ′) (2.88)

SI =

∫
dτ
∑

s=±1

[∑

rν

Uνν

2

∏

σ

[nrνσ(τ)− ανσ(s)] (2.89)

+
∑

r,ν<ν′,σ

U ′
νν′

2
[nrνσ(τ)− ανσ(s)][nrν′σ̄(τ)− αν′σ̄(s)] (2.90)

+
∑

r,ν<ν′,σ

(U ′
νν′ − JH

νν′)

2
[nrνσ(τ)− ανσ(s)][nrν′σ(τ)− αν′σ(s)] (2.91)

−
∫
dτ ′

g2

4ω2
0M

∑

r,ν,ν′σ,σ′
P(τ − τ ′)[nrνσ(τ)− ζν(s)][nrν′σ′(τ ′)− ζν′(s)]

]
(2.92)

Ĝ0(iωn) :=
(
iωnÎ+ ˆ̃µ− t̂Loc − ∆̂

)−1
. (2.93)

La première partie interagissante 2.89 correspond au terme de Hubbard intraorbitales. Le

second terme 2.90 correspond aux interactions interorbitales de spins opposés, alors que

le dernier terme électronique 2.91 correspond aux interactions interorbitales de mêmes

spins 5. Le dernier terme 2.92 est l’interaction électrons-phonons. La matrice ˆ̃µ est diago-

nale dans l’espace des sites-orbitales-spins. Cette matrice correspond au potentiel chi-

mique qui est décalé en raison de la nouvelle factorisation de l’interaction avec les spins

d’Ising (s) pour les interactions électroniques (les fonctions ανσ(s)) et les interactions

phononiques (les fonctions ζν(s)). De plus, dans les cas simples où la partie non inter-

agissante est diagonale en spin, alors tous les termes dans la fonction de Green non in-

teragissante de l’Eq. 2.93 seront également diagonaux en spin. Nous prendrons M := 1

comme l’unité de masse. Définissons le propagateur de phonon normalisé pour le mo-

4. Il est aisé de généraliser à des interactions qui dépendent des sites en ajoutant simplement un indice
de site r au tenseur d’interaction électronique.

5. Ce terme constitue le couplage de Hund, mais sans les parties saut de paires ni de renversement de
spin [52].
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dèle de Holstein

P(τ − τ ′) =
ω0

2

(
e−ω0τ (nB(β, ω0) + 1) + eω0τnB(β, ω0)

)
(2.94)

=
ω0

2

cosh((τ − β/2)ω0)

sinh(βω0

2 )
(2.95)

∫ β

0
P(τ)dτ = 1 (2.96)

Φ(∆τ) =

∫ ∆τ

0
P(τ)dτ . (2.97)

La définition à l’Eq. 2.97 est utile pour échantillonner la distribution de probabilité

pour le propagateur de phonon selon la technique décrite plus en détail dans l’article

suivant [55].

Il est important de noter que la définition des fonctions alpha est très stricte

ακ(s) = ανσ(s) (2.98)

=
1

2
+ σs

(
1

2
+ δν

)
(2.99)

δν = 0+ (2.100)
∑

s=±1

ακ(s) = 1 (2.101)

ζκ(s) = ζν(s) (2.102)

=
1

2
+ s

(
1

2
+ δν

)
(2.103)

Puisque le Hamiltonien doit être identique avec et sans spins auxiliaires, nous obtenons

la valeur suivante pour le potentiel chimique décalé (renormalisation de Hartree)

ˆ̃µ{ri,νm,σo},{rj ,νnσp} = δrirjδνmνnδσoσp

(
µνn − Uνnνn

2
−
∑

ν′

2U ′
νnν′ − JH

νnν′

2

)
(2.104)

Par la suite, dans le but d’appliquer la machinerie Monte Carlo à un tel système mul-

tiorbital, nous définissons une configuration comme étant l’ensemble des vertex

Ck = {v1, v2, ..., vk} . (2.105)

Les vertex étant quant à eux définis par

v := {x; y|s} (2.106)

= {rx, τx, κx; ry, τy, κy|sξ} (2.107)



26

avec ξ le type d’interaction, soit électronique ou phononique. En lien avec ces vertex et

ces configurations, nous définissons les fonctions

fκ(s) =





ακ(s)
ακ(s)−1 ; s = ±1

1 ; s = 0
(2.108)

Kxyξ(s) =
−βNclVxyξ

(fκx(s)− 1)(fκy(s)− 1)
. (2.109)

La valeur de l’interaction Vxyξ est définie par l’Eq. 2.89. Ce tenseur d’interaction pos-

sède la forme suivante lorsque nous explosons les indices de vertex x et y (notons les

interactions électroniques par ξee et les interactions électrons-phonons par ξph)

Vxyξ = δrxryδνxνyδ(τx − τy)✁δσxσy

Uνxνy

2
δξ,ξee (2.110)

+δrxry✁δνxνyδ(τx − τy)✁δσxσy

U ′
νxνy

2
δξ,ξee (2.111)

+δrxry✁δνxνyδ(τx − τy)δσxσy

U ′
νxνy − JH

νxνy

2
δξ,ξee (2.112)

+δrxry
g2

4ω2
0M

P(τx − τy)δξ,ξph (2.113)

avec ✁δσxσy défini à l’Eq. 2.73. En utilisant l’équation décrivant l’action Eq. 2.87, la fonc-

tion de partition s’écrit maintenant (en utilisant la méthodologie usuelle des intégrales

fonctionnelles [28, 42])

Z

Z0
=
∑

Cn

W (Cn) (2.114)

W (Cn) =

(
n∏

i=1

Kxiyiξi(si)

2Nclβ

)
Det

[
Â(Cn)

]
(2.115)

Â(Cn) := F̂− Ĝ0(F̂− Î) (2.116)
(
F̂
)
ij

= δijfκi(si) (2.117)

avec la matrice Ĝ0 définie à l’Eq. 2.93. Pour la suite du manuscrit, nous simplifions la

fonction Kxiyiξi(si) par l’abréviation Ki.
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2.4.4 Processus de Markov Multiorbital avec interactions phononiques

Considérons d’abord le processus de Markov multiorbital en l’absence d’interactions

électrons-phonons. Alors, le ratio d’acceptation est défini par les quantités suivantes

R(a→ b) =
p(b)Pprop(b→ a)

p(a)Pprop(a→ b)
. (2.118)

Par exemple, avec l’ajout d’un vertex, alors selon l’Eq. 2.115 et la sous-section 2.3

p(n+ 1) =

(
n+1∏

i=1

Ki(s)

(2βNcl)

)
Det

[
Â(Cn+1)

]
(2.119)

p(n) =

(
n∏

i=1

Ki(s)

(2βNcl)

)
Det

[
Â(Cn)

]
(2.120)

Pprop(n→ n+ 1) =
1

CeeNclβ2
(2.121)

Pprop(n+ 1 → n) =
1

n+ 1
(2.122)

⇒ R(n→ n+ 1) =
Kn+1Cee Det

[
Â(Cn+1)

]

(n+ 1)Det
[
Â(Cn)

] (2.123)

où Cee = 2 × 2 × N2
orb/2 − Norb compte le nombre d’interactions électroniques (il faut

choisir deux spins et deux orbitales, tout en ne comptant pas deux fois les paires). Le

dernier terme découle du principe de Pauli. Le facteur 2 dans l’Eq. 2.121 découle du choix

de la valeur du spin d’Ising s.

Considérons maintenant une possibilité d’interaction phonons-électrons. Les poids

p(n+ 1) et p(n) sont calculés de la même façon que précédemment aux Eq. 2.119, 2.120.

Par contre, les probabilités de propositions doivent être changées conséquemment

Pprop(n→ n+ 1) = peeP
ee
prop(n→ n+ 1)δξn+1,ξee+ (2.124)

(1− pee)P
Ph
prop(n→ n+ 1)δξn+1,ξph (2.125)

Pprop(n+ 1 → n) =
1

n+ 1
(2.126)

Avec pee la probabilité de proposer l’insertion d’un vertex électron-électron, par exemple

1/2. P ee
prop(n→ n+ 1) est donnée précédemment à l’Eq. 2.121.

En ce qui concerne la probabilité de proposition pour la partie interaction phono-

nique, la façon la plus naïve de proposer l’insertion est de tirer au hasard les deux temps
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imaginaires

PPh
prop(n→ n+ 1) =

1

CPhNclβ22
. (2.127)

En effet, il faut choisir une des deux valeurs de spins auxiliaires, deux temps unifor-

mément, un site et une interaction électron-électron retardé provenant des phonons et

il y en a CPh = N2
orb × 2× 2, car il faut choisir deux orbitales et deux spins. Le principe de

Pauli ici ne s’applique pas, car les deux temps sont différents.

Par contre, il est plus ingénieux d’échantillonner la différence de temps selon la dis-

tribution du propagateur de phonon normalisé [55]. L’implémentation dans le programme

ctmo2 utilise la méthodologie décrite dans l’article cité précédemment.

Le calcul des déterminants apparaissant dans les équations précédentes est une opé-

ration dispendieuse. Il existe des méthodologies ingénieuses pour calculer ces ratios de

façon plus efficace. Les détails des optimisations de calculs se retrouvent dans de nom-

breuses références dont [37, 37, 43, 44, 47, 52]. La plupart de ces optimisations sont im-

plémentées dans le logiciel ctmo2. D’autres optimisations étaient incluses dans l’ancêtre

du logiciel ctmo2, mais n’ont pas été reconduites, car elles ne sont plus aussi pertinentes

avec les ordinateurs d’aujourd’hui et sont plus instables (Sumbatrix updates).
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2.5 La rigidité super�uide

Les phases de la matière qui présentent des ordres à longues portées développent

des propriétés émergentes, telles des rigidités généralisées, [56, 57]. Un exemple d’une

telle rigidité est la rigidité superfluide pour la phase supraconductrice. Cette rigidité su-

perfluide est à l’origine de la cohérence de phase d’un supraconducteur. Elle est aussi

associée à l’intensité de l’effet Meissner [12, 30].

Effectivement, puisque le paramètre d’ordre du supraconducteur est un nombre com-

plexe, l’invariance de jauge de l’énergie libre fait émerger un coût énergétique associé à

la variation de cette phase. La rigidité superfluide est proportionnelle à ce terme dans

l’énergie libre 6.

La rigidité superfluide peut être directement calculée en fréquences de Matsubara.

La dérivation de cette quantité en fonction des fonctions de Green est faite dans plusieurs

bonnes références [30, 56, 58, 59].

ρs,⊥ = − 1

β

∑

n

∫
ddk

(2π)d
t⊥(k)

2Tr [σ3G(k, ikn)σ3G(k, ikn)− G(k, ikn)G(k, ikn)] (2.128)

avec τ3 la matrice de Pauli dans l’espace de Nambu et G(k, ikn) la fonction de Green de

Nambu. Cette dernière est définie par l’équation

G(k, τ) = −
〈
TτΨ(τ)Ψ†

〉
(2.129)

Ψ† = (c†↑,k; c↓,−k) . (2.130)

6. Ce terme de rigidité de phase dans l’énergie libre est assoicé au mécanisme d’ Anderson-Higgs, pour
lequel un champ de jauge (le quadrivecteur potentiel) se couple à la phase du condensat (ici un conden-
sat supraconducteur formé de paires de Cooper). Le terme de masse du champ de jauge apparait suite à
l’absorbtion du terme de phase du paramètre d’ordre [30]. Ce terme de masse apparait dans la relation de
dispersion du champ électromagnétique. La longeur de pénétration de London est donc simplement reliée
à l’inverse de la masse du champ de jauge électromagnétique.
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2.6 Transport et conductivité électrique

La quantité de transport à laquelle nous nous intéressons principalement est la conduc-

tivité électrique selon l’axe c. Cette observable est intéressante à plusieurs points de vue.

Effectivement, cette quantité démontre bien les signatures du pseudogap [60]. De plus,

elle est plus aisément calculée, car en première approximation, aucune correction de

vertex n’est nécessaire pour l’obtenir [60].

La fonction de corrélation courant-courant selon l’axe c (que nous noterons de façon

équivalente par l’axe z) est donnée par

χjzjz(q, iqn) =
−e2
β

∑

σ,ikn

∫
dk

(2π)3
vz(k)

2Gσ(k+ q, ikn + iqn)Gσ(k, ikn) . (2.131)

Dans la dernière équation, kn sont des fréquences de Matsubara fermioniques et qn sont

des fréquences de Matsubara bosoniques. Dans le cas où les fonctions de Green ne sont

que fonctions de kx et ky (k∥), et en ne prenant qu’un couplage interplan constant pour

simple but de démonstration, nous obtenons la forme suivante pour l’intégrale sur kz =

k⊥

ϵkz = −2t⊥ cos(kz) (2.132)∫
dkz
2π

v2z =

∫
dkz
2π

(−2t⊥
∂ cos(kz)

∂kz
)2 (2.133)

⇒
∫
dkz
2π

v2z = 2t2⊥ . (2.134)

Ainsi puisque les spins sont équivalents sans brisure de symétrie de renversement

du temps, nous obtenons en introduisant l’ Eq. 2.134 dans l’Eq. 2.131 (pour la suite des

calculs, nous utilisons la notation quelque peu abusive que k∥ = k puisque toutes les

dépendances en kz sont prises en compte par l’Eq. 2.134)

χjzjz =
−4e2t2⊥
β

∑

ikn

∫
dk

(2π)2
G(k+ q, ikn + iqn)G(k, ikn) . (2.135)

Maintenant, la valeur de la conductivité est donnée par une relation avec la partie

imaginaire de cette fonction de corrélation

σ(q, ω) =
χ′′
jzjz

(q, ω)

ω
(2.136)

σDC = lim
ω→0

σ(ω,q = 0) (2.137)

Il faut donc effectuer le prolongement analytique de la fonction de corrélation courant-
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courant. À cette fin, nous utilisons les représentations spectrales des fonctions de Green

χjzjz(q, iqn) =
−4e2t2⊥
β

∑

ikn

∫
dk

(2π)2
dω′

2π

dω′′

2π

A(k+ q, ω′′)

ikn + iqn − ω′′
A(k, ω′)

ikn − ω′ . (2.138)

De façon usuelle dans ce genre de calcul, nous effectuons la somme sur les fréquences

de Matsubara en réarrangeant les termes et en effectuant une décomposition en frac-

tions partielles

χjzjz(q, iqn) = −4e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π

dω′′

2π

A(k+ q, ω′′)A(k, ω′)

iqn − (ω′′ − ω′)
(2.139)

1

β

∑

ikn

(
1

ikn − ω′ −
1

ikn + iqn − ω′′

)

= 4e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π

dω′′

2π

A(k+ q, ω′′)A(k, ω′)

iqn − (ω′′ − ω′)

[
f(ω′′)− f(ω′)

]
(2.140)

En effectuant d’abord le prolongement analytique, en prenant d’abord q = 0 [27], nous

obtenons

χ(q = 0, ω) = 4e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π

dω′′

2π

A(k, ω′′)A(k, ω′)

ω + iη − (ω′′ − ω′)

[
f(ω′′)− f(ω′)

]
. (2.141)

La partie imaginaire est par la suite obtenue par le théorème de Sokhatsky-Weierstrass

χ′′(q = 0, ω) = 4e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π

dω′′

2π
A(k, ω′′)A(k, ω′) (2.142)

[−πδ(ω − (ω′′ − ω′))]
[
f(ω′′)− f(ω′)

]

= −2e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π
A(k, ω + ω′)A(k, ω′)

[
f(ω + ω′)− f(ω′)

]
(2.143)

Et finalement, nous obtenons le résultat final pour le calcul de la conductivité

σDC = −2e2t2⊥

∫
dk

(2π)2
dω′

2π
A(k, ω′)2

[
∂f

∂ω

]

ω′
. (2.144)

La section suivante expose des résultats obtenus en utilisant les méthodologies pré-

sentées précédemment. Plus précisément, comme discuté à la Sec. 1, le modèle de Hub-

bard sur le réseau triangulaire anisotrope est étudié comme modèle effectif pour les

conducteurs organiques. Effectivement, la théorie de champ moyen dynamique sur amas

(Sec. 2.2.2), jumelée au Monte Carlo quantique en temps continu (Sec. 2.3), nous donne

accès aux diagrammes de phases théoriques de ces matériaux. Également, ces méthodo-

logies permettent les calculs de la rigidité superfluide et de la conductivité électrique de

ces matériaux. Ces dernières sont respectivement présentées aux Sec. 3.2 et 3.3.



Chapitre 3

Résultats et discussion

3.1 Superconducting dome in doped quasi-two-dimensional organic Mott

insulators : A paradigm for strongly correlated superconductivity

La section suivante présente un article qui porte sur l’étude des conducteurs orga-

niques d’un point de vue théorique en utilisant les méthodologies présentées précé-

demment. En utilisant le modèle de Hubbard à une bande sur le réseau triangulaire ani-

sotrope, nous démontrons que les caractéristiques clés des diagrammes de phases des

conducteurs organiques tels que κ-(ET)2X peuvent être reproduites surprenamment fi-

dèlement.

L’effet radical du dopage sur la plage d’existence de la supraconductivité en fonction

de la pression qui est observé expérimentalement est reproduit dans l’article. De plus,

la proximité entre l’isolant de Mott et la phase supraconductrice se révèle être un para-

digme dans le modèle étudié dans l’espace T-P-n.

Il est important de souligner qu’un erratum concernant l’article suivant sera publié.

Effectivement, l’Eq. 1 était en fait défini avec un signe négatif pour la partie à un corps

dans le logiciel de simulation, alors qu’il est défini positivement dans l’article. Dans le

cas des calculs effectués à demi remplissage, ceci n’affecte en rien les résultats, car le

Hamiltonien est invariant sous transformation particule-trou.

En revanche, à dopage fini, il faut interchanger le dopage en trou et le dopage en élec-

tron. Stipulé autrement, si nous définissons le demi-remplissage (défini comme étant

n = 1.00 dans l’article) à n = 0.00 (un simple déplacement du zéro de cet axe), alors cette

erreur reviens à multiplier l’axe de remplissage par le facteur -1 (une réflexion de cet

axe). Ainsi, pour donner un exemple concret, une figure portant le remplissage n = 0.90

dans l’article suivant devrait être correctement identifiée comme ayant un remplissage

de n = 1.10.

Hormis l’article qui suit, cette erreur est corrigée dans le reste du mémoire. Notons

que cette erreur était répandue dans la littérature, notamment dans l’article de définition

des paramètres de saut [20], pour lequel la partie à un corps de l’Hamiltonien possède

une erreur de signe. De plus, plusieurs autres publications possèdent cette même erreur,

comme discuté dans la référence [61].
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Superconducting dome in doped quasi-2d organic Mott insulators: a paradigm for
strongly-correlated superconductivity
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Layered organic superconductors of the BEDT family are model systems for understanding the interplay of
the Mott transition with superconductivity, magnetic order and frustration, ingredients that are essential to un-
derstand superconductivity also in the cuprate high-temperature superconductors. Recent experimental studies
on a hole-doped version of the organic compounds reveals an enhancement of superconductivity and a rapid
crossover between two different conducting phases above the superconducting dome. One of these phases is a
Fermi liquid, the other not. Using plaquette cellular dynamical mean field theory with state of the art continuous-
time quantum Monte Carlo calculations, we study this problem with the two-dimensional Hubbard model on the
anisotropic triangular lattice. Phase diagrams as a function of temperature T and interaction strength U/t are
obtained for anisotropy parameters t′ = 0.4t, t′ = 0.8t and for various fillings. As in the case of the cuprates,
we find, at finite doping, a first-order transition between two normal-state phases. One of theses phases has a
pseudogap while the other does not. At temperatures above the critical point of the first-order transition, there
is a Widom line where crossovers occur. The maximum (optimal) superconducting critical temperature T m

c at
finite doping is enhanced by about 25% compared with its maximum at half-filling and the range of U/t where
superconductivity appears is greatly extended. These results are in broad agreement with experiment. Also,
increasing frustration (larger t′/t) significantly reduces magnetic ordering, as expected. This suggests that for
compounds with intermediate to high frustration, very light-doping should reveal the influence of the first-order
transition and associated crossovers. These crossovers could possibly be even visible in the superconducting
phase through subtle signatures. We also predict that destroying the superconducting phase by a magnetic field
should reveal the first-order transition between metal and pseudogap. Finally, we predict that electron-doping
should also lead to an increased range of U/t for superconductivity but with a reduced maximum Tc. This
work also clearly shows that the superconducting dome in organic superconductors is tied to the Mott transition
and its continuation as a transition separating pseudogap phase from correlated metal in doped compounds,
as in the cuprates. Contrary to heavy fermions for example, the maximum Tc is definitely not attached to an
antiferromagnetic quantum critical point. That can also be verified experimentally.

PACS numbers: 74.70.Kn, 71.10.Fd, 71.30.+h, 74.20.Mn

I. INTRODUCTION

In organic charge transfer salts, such as
κ-(BEDT-TTF)2X (κ-(ET)2X ) or EtnMe4−nPn[Pd(dmit)2]2
(Pd(dmit)2), a first-order phase transition between a super-
conductor and a Mott insulator is induced by pressure [1–5].
These materials also present a wide range of intriguing phe-
nomena such as unconventional superconductivity, magnetic
ordering [5], pseudogap [6] valence-bond solid phases [3]
and some of them are even spin-liquid candidates. [7, 8].
Excellent reviews are available. [9, 10]

The presence of the Mott transition and of spin-liquid states
in the phase diagram suggests that strong electronic correla-
tions and electronic frustration are key to the physics of the
organics. The one-band Hubbard model on an anisotropic tri-
angular lattice near half-filling is the simplest model that cap-
tures this physics [9–11], although consensus has not yet been
completely reached [12, 13] on this point.

Unraveling the physics of these layered materials should
also be helpful to shed light on cuprate high-temperature

∗ charles-david.hebert@usherbrooke.ca
andre-marie.tremblay@usherbrooke.ca

superconductors. Indeed, these two classes of materials
give a complementary perspective on the crucial role of
the Mott transition. In the organics, the Mott transition is
bandwidth-controlled whereas it is doping-controlled in the
cuprates. [14, 15] The analogy between these two classes
of materials has been reinforced through recent experimental
studies [16] of doped organics [17, 18] that show a supercon-
ducting dome [19] as a function of pressure as well as a rapid
change from non-Fermi liquid (pseudogap) to Fermi-liquid
like metal at a critical pressure in the normal state. [16, 20]
These analogies motivate our work. In short, our calculations
explain these different features just as calculations performed
with the same methods explain many of the key features of the
cuprate phase diagram. [21] In particular a first-order transi-
tion at finite doping and its associated Widom line play a cru-
cial role as in the cuprates. [22, 23] We define superconduc-
tivity as strongly-correlated when it arises in the presence of
interactions larger than, or of the order of, those necessary to
lead to a Mott transition at half-filling.

Some of the striking experimental results that we address
and understand theoretically in this paper come from re-
cent work on κ-(ET)4Hg2.89Br8 by Oike et al. [16]. That
compound is considered as a 10% doped analog of κ-
(ET)2Cu2(CN)3 . The main observation is that maximally
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enhanced superconductivity and a normal-state crossover to a
non-Fermi liquid phase appear concomitantly around a pres-
sure where mobile carriers decrease rapidly. Also, the range
of pressures spanned by the superconducting dome in κ-
(ET)4Hg2.89Br8 is about six times the range where it appears
in the half-filled analog κ-(ET)2Cu2(CN)3 .

We work with the Hubbard model on the anisotropic
triangular lattice as a function of temperature, interaction
strength U/t and filling n, for different values of frustration
characterized by the ratio of near-neighbor hopping t′/t in dif-
ferent directions. Values for t′/t are inspired from Kandpal et
al. [24] and from Nakamura et al. [25] who found, using ab
initio density functional theory, that κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl
could be modeled by t′ = 0.4t and κ-(ET)2Cu2(CN)3 by
t′ = 0.8t. Comparing the results for two values of t′/t helps
understand the effect of magnetic frustration on the phase di-
agram.

We use a cluster generalization of dynamical mean-field
theory. [26–29] This approach has already led to numerous
results that can be confronted with experiments, thus permit-
ting to address important issues in cuprates, Pd(dmit)2and κ-
(ET)2X such as the pseudogap, superconductivity, Mott tran-
sition, magnetic ordering, thermodynamic properties, and un-
usual criticality in organic compounds. [15] The assumption
inherent in our approach is that the main physics of the or-
ganics originates from strong correlations that occur at short
distances due to on-site repulsion U and near-neighbor su-
perexchange J that are present in the Hubbard model. This
is the assumption behind the state of the art method that we
use for a 2 × 2 cluster embedded in a self-consistent dynam-
ical mean-field. Larger cluster calculations would be neces-
sary if this assumption was proven incorrect. The agreement
between our results at low temperature and those obtained re-
cently through variational Monte Carlo methods helps estab-
lish the validity of the approach. [30] Agreement with several
experimental facts strongly suggests that our approach is rele-
vant for experiment. We make predictions for experiment that
can falsify the theory. In the absence of an exact solution to
the Hubbard model, we are making a minimum number of as-
sumptions and suggesting experiments that can falsify them
by disagreeing with the consequences.

The link between the normal state of high-temperature
cuprate superconductors and that of the organics is illustrated
schematically [31] in Fig. I. Disregarding temperature, the rel-
evant variables are interaction strength U/t , doping δ, and
frustration as measured by the ratio of second to first nearest-
neighbor hopping t′/t. Cuprate superconductors, in the red re-
gion, are easily doped but are little influenced by pressure and
the range of t′/t varies little between different compounds.
Layered organic compounds on the other hand are half-filled,
with a broad range of possible values of frustration t′/t from
compound to compound, and their bandwidth to interaction
ratio is strongly influenced by pressure. A pseudogap appears
through a second-order transition when doping is increased
from the yellow region containing the Mott insulating phase
at half-filling. The pseudogap phase ends in a first-order man-
ner on the magenta surface in Fig. I. The latter first order tran-
sition extends from the first-order Mott insulator-metal tran-

U/t

t0/t

t

t0

t

t0

0

� = 1� n

FIG. 1. Schematic generalized normal state phase diagram for the
cuprates and the layered organics, in the limit of low temperature
neglecting broken-symmetry phases. The yellow surface represents
the Mott insulating phase at zero hole-doping δ = 0, or half-filling
n = 1. Leaving the Mott insulating phase by increasing doping
yields a second-order transition to a pseudogap phase up to the ma-
genta surface where a first-order transition to a correlated metal oc-
curs (at least close to half-filling). That first-order transition extends
from the first-order Mott metal-insulator transition that occurs at the
boundary of the yellow region. Cuprate superconductors are found
in the red region at negative t′/t. The half-filled layered organics
are found for different t′/t along the blue regions in the zero hole-
doping plane. They are strongly influenced by pressure, whose ef-
fect is represented vertically, although the ratio t′/t will generally
also be influenced by pressure. A doped layered organic is found in
the green region. It allows one to expand the analogy between or-
ganics and cuprates. The organic and cuprate lattices are different,
as illustrated respectively by the left and right insets. Nevertheless,
the physics of interactions, frustration and doping is present in both
types of compounds. Superconductivity and antiferromagnetism are
broken symmetry phases that are strongly influenced by the underly-
ing normal state illustrated by this figure. In particular, the supercon-
ducting phase has a maximum Tc in the vicinity of the boundary of
the magenta region.

sition occurring at half-filling at the boundary of the yellow
region.

The range of parameters that could be relevant for the
doped organic compound κ-(ET)4Hg2.89Br8 is indicated by
the green region in Fig. I. This compound then offers the in-
teresting possibility to investigate the pseudogap to correlated
metal transition in the normal state by cutting the first-order
magenta surface along a direction different from that of the
cuprates. The effect of this transition on the superconducting
state is also a key question that we address here.

The Hubbard model and the Cellular Dynamical Mean-
Field Theory on a plaquette with Continuous-Time Quantum-
Monte-Carlo impurity solver are presented in Sec. II. This
work would not have been possible without recent improve-
ments of this solver related to sign problem minimization, [32]
ergodicity [33], and speedup. [34] We begin in Sec. III with
a short summary of some previous results for the cuprates.
We then present in Sec. IV results for the normal state, show-
ing the Widom line that emerges from the first-order transi-
tion [35, 36] between a pseudogap phase and a metal. [22]
This plays a crucial role for the cuprates. [21] The results
in Sec. V are for two different lattice anisotropies, t′/t, or
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equivalently, frustration. We investigate the Néel antiferro-
magnetism (AFM) and d-wave superconductivity (SC) on the
same footing but the relative stability of the phases is not stud-
ied. For t′/t = 0.4, half-filling, 1%, 10% hole-doping and
10% electron-doping are investigated. We find for a 1% hole-
doping that the maximum (optimal) superconducting critical
temperature (T m

c ) as a function of pressure or (interaction
strength) is enhanced by approximately 25% and the range of
superconductivity is multiplied by a factor of six on the pres-
sure axis (t/U ). The range of pressure where superconductiv-
ity exists for 10% doping is similar. We also obtain the T m

c

line in the T − U − n phase diagram. The case t′/t = 0.8
is considered only for the 10% hole-doped case and at half-
filling due to a worse sign problem. Discussions in Sec. VI
include the role of long wave-length fluctuations on broken-
symmetry phases, the role of antiferromagnetic quantum crit-
ical points and of the Mott transition on the superconducting
dome, contact with experiment, predictions, limitations of the
approach, and perspectives. The most important conclusions
are summarized in Sec. VII.

t

t t'

3

21

4

FIG. 2. Periodic partitioning of the anisotropic triangular lattice into
2× 2 frustrated square clusters for this work using CDMFT.

II. MODEL AND METHOD

We consider the single band Hubbard Hamiltonian on the
anisotropic triangular lattice in two dimensions

H =
∑

i,j,σ

tij c
†
iσcjσ + U

∑

i

ni↑ni↓ − µ
∑

i,σ

ni,σ (1)

where tij is the hopping amplitude between neighboring sites,
ciσ and c†iσ respectively destroy and create an electron of spin
σ at site i, niσ is the density of electrons of spin σ at site i,
µ is the chemical potential and U is the on-site Coulomb re-
pulsion. This model was proposed several decades ago for the
organics. [11] Its validity has been revisited recently for spe-
cific compounds. [37] In particular, it has been argued that
near-neighbor repulsion V was important. Since previous
studies for the cuprates have shown that V does not influence
the phase diagram in a dramatic way in the strong-correlation
limit, [38] we neglect this term in this initial study.

As illustrated in Fig. 2, we take tij = t for nearest-neighbor
bonds, and tij = t′ for the diagonal bond. The isotropic trian-
gle is recovered for t′ = t. The ratio t′/t is both an anisotropy
parameter and a measure of magnetic frustration. The two
expressions are used interchangeably. In the figures, inverse
temperature β is given in units of 1/t.
Tc stands for the superconducting critical temperature. It

was called T dc in Ref. 39 to emphasize that it is the dynamical
mean-field transition temperature, that differs from the true
superconducting transition temperature. We use T m

c for the
maximum value that this quantity takes at a given doping as a
function of pressure or interaction strength.

A. CDMFT

In two dimensions, momentum-dependence of the self-
energy is important. Cellular dynamical mean field the-
ory [40] (CDMFT) for the Hubbard model takes into account
short-range correlations in addition to interaction-induced dy-
namical correlations; single-site DMFT [26] is not appropriate
to study the momentum-dependence associated to d-wave su-
perconductivity. The key approximation is to restrict the self-
energy to a local cluster and neglect its spatial dependence
beyond the cluster [28, 29, 41, 42].

In practice, CDMFT embeds a cluster of finite size in a
non-interacting electronic bath. The impurity problem (clus-
ter and bath) is then solved and the bath is determined self-
consistently by demanding that the lattice Green function pro-
jected on the cluster equal the Green function obtained from
the impurity problem.

To be more specific, the lattice Green function in Matsubara
frequencies is obtained from

Ĝ−1
latt(iωn,

∼
k) = (iωn + µ) Î− t̂(

∼
k)− Σ̂cl(iωn) (2)

where
∼
k is the wave vector associated with translational in-

variance from cluster to cluster, µ is the chemical potential,
t̂(

∼
k) the full hopping matrix (including intra-cluster and inter-

cluster hoppings) and Σ̂cl(iωn) is the self-energy of the clus-
ter, imposed to be equal to the self-energy of the lattice in the
CDMFT approximation. The hat on symbols specifies that
they are matrices in the basis of cluster Wannier states.

The self-energy is related to the Green function of the clus-
ter through Dyson’s equation

Ĝ−1
cl = Ĝ−1

0 − Σ̂cl (3)

where the free propagator on the cluster is defined by

Ĝ−1
0 (iωn) = (iωn + µ) Î− ĥ0loc(iωn)− ∆̂cl(iωn), (4)

with ĥ0loc the one-body part of the Hamiltonian and ∆̂cl the
hybridization function that defines the bath and its coupling to
the cluster.

The projection of the lattice Green function on the clus-
ter leads to the self-consistent equation for the hybridization
function

Ĝcl(iωn) = Ncl

∫
dk̃

(2π)2
Ĝlatt(iωn,

∼
k), (5)
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where Ncl is the number of sites on the cluster and the in-
tegral is over the reduced Brillouin zone. A high frequency
expansion of both sides of this equation proves that ĥ0loc is the
hopping matrix within the cluster. [43]

The uniform spin susceptibility, or Knight shift, is defined
by

Sz =
1

2
(N↑ −N↓)

χz(q = 0, ω = 0) =

∫ β

0

〈Sz(τ)Sz(0)〉 dτ, (6)

with N↑ and N↓ the total number of up and down spins, re-
spectively, on the cluster.

The calculation starts from a guess for the hybridization
function ∆̂cl. This gives the so-called dynamical mean-field,
Eq. 4, namely the free propagator for the cluster. Assum-
ing that the impurity problem can be solved, Dyson’s Eq. 3
then gives the self-energy which is needed to obtain the lat-
tice Green function, Eq. 2, entering the right-hand side of the
self-consistency Eq. 5. Using Dyson’s equation again on the
left-hand side of that self-consistency equation leads to a new
guess for the hybridization function. This process is iterated
until convergence.

Calculating the cluster impurity Green function Ĝcl is the
difficult problem. This is done here using a continuous-time
quantum Monte Carlo method (CTQMC).

B. Hybridization-Expansion Continuous-Time Quantum
Monte Carlo

CTQMC provides a statistically exact solution of the impu-
rity problem exempt from imaginary-time discretization error.
The large values of U/t , low temperatures and large frus-
tration that we need can be attained only with the hybridiza-
tion expansion algorithm (CT-HYB). [44] Extensive reviews
of CTQMC solvers are available. [45–47]

The cluster that tiles the infinite anisotropic triangular lat-
tice is illustrated in Fig. 2. It allows a singlet ground state.
To speedup the calculations, one chooses a single-particle ba-
sis that transforms as the irreducible representations of the
cluster-Hamiltonian symmetries. [47] The point group sym-
metry C2v of the anisotropic cluster as well as charge and spin
conservation lead to the following single-particle basis

cA1σ =
1√
2

(c1σ + c3σ)

c′A1σ =
1√
2

(c2σ + c4σ) (7)

cB1σ =
1√
2

(c1σ − c3σ)

cB2σ =
1√
2

(c2σ − c4σ) ,

where the indices are those of Fig. 2 and where A1, B1, B2

are irreducible representations ofC2v ,A2 being empty. In this
basis, the hybridization function ∆̂ and cluster Green function

are both block diagonal. The largest block is 2×2 because the
A1 representation occurs twice. The calculations presented
here are possible only if the angle defining rotations in this
2 × 2 block is chosen to minimize the sign problem. [32] In
addition it is necessary to use a modification of the original
algorithms to ensure ergodicity in the presence of d-wave su-
perconductivity. [33] We also speedup the calculation with the
Lazy Skip List algorithm. [34]

In normal phase studies, this basis respects the symmetries
of the lattice that are compatible with the partitioning. In bro-
ken symmetry phases, such as magnetically ordered or d-wave
SC, symmetry-breaking is allowed only for the hybridization
function. The cluster continues to respect the original Hamil-
tonian symmetries. There is no mean-field factorization on the
cluster.

Other popular continuous-time quantum Monte Carlo im-
purity solvers involve expansion in powers of the interac-
tion. They have better scaling than CT-HYB with cluster size.
However, they need very large order expansion at large U/t,
which makes them converge slowly, and they have a severe
sign problem at large interaction strengths U/t and frustration
t′/t. [45]

C. Broken symmetry phases

The Green function for superconductivity is written in
Nambu notation as

−〈TτΨΨ†(τ)〉 =

(
Ĝ↑(τ) F̂(τ)

F̂†(τ) −Ĝ↓(−τ)

)
, (8)

with Ψ† = (c†↑, c↓) where c†↑ and c↓ are row vectors as de-
fined by equation Eq. 7. The d-wave superconducting order
parameter transforms as theA2 representation of theC2v sym-
metry group. Hence only entries in the Gork’ov function F̂(τ)
transforming as A2 can be finite, e.g. for singlet pairing

FB1,B2
(τ) : = − < Tτ cB1↑(τ)cB2↓ >

= − < Tτ cB2↑(−τ)cB1↓ >

=: FB2,B1(−τ)

(9)

To determine the region where the SC phase is allowed we
calculate the order parameter

dSC := FB1,B2
(0+). (10)

Since antiferromagnetism does not breakC2v symmetry, no
additional entry is needed in the Green function matrix. We
only need to let up and down spins take independent values.

III. A BRIEF REVIEW OF QUANTUM CLUSTER
RESULTS FOR THE CUPRATES

In this section we only briefly summarize some of the main
results obtained with cluster generalizations of DMFT for the
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cuprates and give a few representative references. A more
detailed but not exhaustive review can be found in Ref. 15.

There are two cluster generalizations [28, 29, 41] of DMFT.
We described CDMFT above. In the Dynamical Cluster Ap-
proximation (DCA) [48] the clusters are built in momentum
space. Whatever the method used, all groups have found
a pseudogap in the normal state near half-filling. [22, 49–
54] The Mott transition at half-filling is first-order, [55, 56]
and large cluster studies find [27] a d-wave superconduct-
ing transition temperature Tc at finite doping. The zero-
temperature order parameter has a dome shape instead of in-
creasing monotonously towards half-filling when the interac-
tion strength is large enough that there is a Mott insulator at
half-filling or when antiferromagnetism is allowed to compete
with superconductivity. [57–63] The larger cluster studies [62]
find that the dome ends at a finite doping away from half-
filling.

All methods agree with the existence of crossovers at high-
temperature associated with the opening of a pseudogap as
doping is reduced towards half-filling. On 2× 2 clusters with
the CT-HYB solver it was possible to reach lower tempera-
tures than previous studies. Scanning chemical potential over
a very fine mesh allowed the discovery of a first-order transi-
tion in the normal state at finite doping. [22] That first-order
transition ends at a critical point that is continued as a Widom
line in the supercritical region. That first-order transition with
its Widom line then becomes an organizing principle for the
observed crossovers and for the superconducting dome. The
Widom line is described in more details in the following sec-
tion that begins our discussion of organics. Earlier work on
normal state first-order transitions at finite-doping is discussed
at the end of that section.

IV. NORMAL STATE PSEUDOGAP, FIRST-ORDER
TRANSITION, ANDWIDOM LINE

The first-order Mott transition at half-filling is well docu-
mented. [64, 65] The blue shaded region in Fig. 5(a) identifies
the region of parameter space where normal-state hysteresis is
found. Metallic and insulating states there can coexist. The re-
sults are similar to those obtained at half-filling in the unfrus-
trated case t′ = 0. [55, 56] The positive slope of the transition
in the T − U plane (negative in the T − t/U plane) comes
from the smaller entropy of the insulating phase compared
with the metallic phase, as deduced from Clausius-Clapeyron
arguments. [1, 36] Indeed, from dG = −SdT +DdU +µdn,
where G is the Gibbs free energy, S the entropy, D double
occupancy, and n the filling, we find that the slope of the tran-
sition line is

dT

dU
=
DI −DM

SI − SM
(11)

where index I is for the insulating phase andM for the metal-
lic one. The smaller entropy of the insulating phase comes
from the tendency to form local singlets. [1, 22, 35, 36]

In this section, we focus on the less familiar first-order tran-
sition found at finite doping. Consider the case t′ = 0.4t
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FIG. 3. Double occupancy Docc as a function of pressure (bottom
horizontal axis) or interaction strength U/t (top horizontal axis) for
fixed filling, n = 0.99. The value t = 0.044 eV is used to convert to
physical units. [64] The lower horizontal axis is labeled t/U to sug-
gest the pressure dependence, but the numbers on that horizontal axis
are given by the value of 1/U expressed in electron-Volt using the
above conversion factor. At T = t/60 there is a first-order hysteresis
region: the brown squares are obtained from the insulating solution
and the blue squares for the conducting solution. At T = t/12, there
is no hysteresis, only an inflexion point that determines the Widom
line.
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FIG. 4. The imaginary part of the Matsubara Green func-
tion ImG(iωn) plotted as a function of Matsubara frequency
gives information about the density of states at the Fermi level,
−2 ImG(iωn → iη) with η → 0. The behavior differs depend-
ing on the value of U/t . The decrease towards zero or the density
of states at larger U/t indicates a pseudogap, while its increase at
smaller U/t indicates a metallic phase.

at 1% doping, namely n = 0.99. Fig. 3 shows two jumps
of double-occupancy delimiting a coexistence region at low
temperature, and a smooth dependence on U/t at high tem-
perature. The jumps at low-temperature define the hysteresis
region of a first-order transition. The low pressure phase ex-
hibits a pseudogap while the high-pressure phase is a more
standard metal. The inflexion point at high temperature de-
fines a crossover. The locus of these inflexion points is associ-
ated with the so-called Widom line of the first-order transition.
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In the theory of fluids, the Widom line is defined as the line
where the maxima of different thermodynamic response func-
tions touch each other asymptotically as one approaches the
critical point of the first-order transition. [66] Investigations
on the phase diagram of fluids have shown drastic changes
in the dynamics upon crossing the Widom line. [66, 67] By
analogy, in the cuprates the Widom line has been identified as
the organizing principle for the pseudogap and resulting phase
diagram of the high-temperature superconductors. [21–23, 68]

In the present context, along the Widom line a crossover
from a metallic state to a pseudogap metal is also seen. This is
illustrated by the frequency dependence of the imaginary part
of the local Matsubara Green function Im(G(iωn)) in Fig. 4
at T slightly above the critical point of the first-order tran-
sition. For large values of U/t , Im(G(iωn)) aims upwards
as frequency decreases, indicating a small density of states
at the Fermi level, consistent with a pseudogap. By contrast,
for smaller values of U/t , Im(G(iωn)) extrapolates to a finite
density of states at the Fermi level, consistent with an ordinary
metal. We suggest that this crossover corresponds to the one
seen experimentally in doped organics. [16, 20] At lower tem-
perature, the transition between the pseudogap metal and the
more ordinary metallic phase occurs discontinuously through
the first-order transition illustrated in Fig. 3.

Fig. 5(b) displays the normal state phase diagram at 1%
doping. There is a coexistence region, in blue, coming from
the first-order transition and a Widom line that extends above
the critical point of that first-order transition. There is also a
Widom line in the half-filled case (not shown). In the context
of the cuprates, this first-order transition was found at fixed
U/t as a function of doping. [22, 35, 36] The results in those
papers [22, 35, 36] clearly show a surface of first-order tran-
sitions that is continuously connected to the Mott transition
at half-filling. [69] The results of Fig. 5(b) are in a way a
constant doping cut of the finite t′ version of that first-order
surface. The critical point in Fig. 5(b) occurs at a tempera-
ture about 60% lower than the corresponding temperature at
n = 1. That rapid drop is also observed in the square-lattice
results.

We end this section with brief comments on early work on
the doping-induced Mott transition of the Hubbard model. In
single-site DMFT, [70] it was found for t′ = 0 that upon dop-
ing there is a first order transition between a half-filled Mott
insulator and a finite-doping metal. Essentially the same result
was found with DCA for the square lattice and various positive
t′/t (electron-doped case in the language of cuprates). [71]
Later work with the same methods [72] suggested that at
t′ = 0 there is a quantum-critical point instead of a first-order
transition but the lowest temperature reached was large com-
pared to those where the first-order transition was found in
CDMFT with CTQMC solver. [22, 35, 36] CDMFT studies
with an exact diagonalization solver [52] also found a clear
first-order transition for positive t′/t on the cuprate square lat-
tice. As in Refs. [22, 35, 36], that first-order transition sepa-
rates a pseudogap phase and a metal instead of a separating a
Mott insulator and a metal as found in the above early DCA
study. [71] In that study, [71] it was noted that the phase tran-
sition appeared only for U/t larger than the bandwith. How-

ever, it was in the work of Refs. 22, 35, and 36 that the critical
end line of the finite-doping surface of first-order transitions in
the (U, T, δ) space of parameters was shown to be connected
to the critical end point of the Mott transition at half-filling.
This is an important step to differentiate strong and weak cor-
relation effects. [15] The pseudogap phase appears at finite
doping only if there is a Mott insulator at half-filling. At zero
temperature the transition between the Mott insulator and the
pseudogap phase is second order. [35, 36] The pseudogap is
then different from the Mott gap even though they both ap-
pear in the generalized phase diagram. [22] The significance
and existence of the Widom line was noted in Refs. 22, 23, and
68.

V. PHASE DIAGRAM, INCLUDING
SUPERCONDUCTIVITY AND ANTIFERROMAGNETISM

We present phase diagrams for the normal state, Néel an-
tiferromagnetism (AFM) and d-wave superconductivity (SC).
In CDMFT, AFM and SC fluctuations are treated on equal
footing both on the cluster and in the bath but we only allowed
one symmetry-breaking at a time. Values for t′/t are inspired
from Kandpal and al. [24] and from Nakamura and al. [25]
Using ab initio density functional theory, they found that κ-
(ET)2Cu[N(CN)2]Cl could be modeled by t′ = 0.4t and κ-
(ET)2Cu2(CN)3 by t′ = 0.8t. However, extensive H

..
uckel

calculations had previously found higher frustration (t′/t) val-
ues for these compounds [73]. We have to keep in mind these
uncertainties when we make contact with real materials.

We present first the case t′ = 0.4t, then t′ = 0.8t. The
intermediate frustration t′ = 0.4t results are presented first
because the sign problem is less severe in that case, allow-
ing a more thorough investigation of the SC phase diagram.
Even though the SC phase would be mostly hidden by antifer-
romagnetism in this case, we find that the results for the pure
SC phase (forbidding AFM) are qualitatively similar to the re-
sults we discuss for larger frustration t′ = 0.8t. In the later
case, AFM is generally sufficiently suppressed that its neglect
is justified. We are restricted to commensurate antiferromag-
netism. We also did not allow non-collinear spin order. A
more in-depth discussion of magnetic order and its impact on
the presence of SC in real compounds can be found in subsec-
tions V B and VI A.

A. t′ = 0.4t

Our results for the phase diagrams at different dopings
are summarized in Fig. 5. A few more properties for the SC
phase are displayed in Fig. 8. Let us discuss the various phases
in turn.

The phase diagram at half-filling Fig. 5(a) depicts the
phase diagram at half-filling. The blue region delimits the
metal-insulator coexistence region associated with the first-
order Mott transition in the normal phase. The critical value
of U/t agrees within error bars with previous results. [12, 74]
The d-wave SC phase is observed in proximity to the normal-
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FIG. 5. (color online) Phase diagrams for the Hubbard model on the anisotropic triangular lattice with t′ = 0.4t for various fillings. The
antiferromagnetic state has been studied for the half-filled case and for 10% doping. The value t = 0.044 eV is used to convert to physical
units. [64] The lower horizontal axis is labeled t/U to suggest the pressure dependence, but the numbers on that horizontal axis are given by
the value of 1/U expressed in electron-Volt using the above conversion factor. The same convention is used throughout the paper. Lines are
guides to the eye.
(a) Phase diagram for the half-filled case. In the blue region, the Mott insulator and the metallic state coexist. At the blue points, we find a first-
order jump in the normal state double occupancy. The lines between the points can be identified as the spinodal lines. d-wave superconductivity
occurs in the orange region: Decreasing pressure, we find a first-order jump of the SC order parameter to zero at the orange points while upon
increasing pressure we find a second-order transition. The AFM phase occurs below the red line that interpolates between the triangles where
we find the Néel second-order transition.
(b) Phase diagram for the 1% hole-doped case. The colors have the same meaning as for the half-filled case, except that in the blue region
two different metallic states are found instead of a metallic and an insulating state like at half-filling. First-order jumps are observed at the
blue points. There is coexistence in the blue region. Also, the red dots connected to the blue region indicate a strong crossover (Widom line)
between a pseudogap state at small pressure (large U/t ) and a metallic state at large pressure (small U/t ). Orange points denote where we
detect a second-order transition from the SC state to the normal state.
(c) Phase diagram for the 10% hole-doped case. The transitions between the normal and SC state (orange circles) are second-order. The AFM
phase is between the red lines. These lines interpolate between the second-order Néel transition that we find where the triangles are located.
(d) Phase diagram for the 10% electron-doped Hubbard model. The brown dot and line are extrapolations. The transitions between the normal
and SC state (orange circles) are second-order.
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state first-order Mott transition. When pressure is increased in
the SC phase, (interaction strength is decrease), it disappears
in a second-order manner. The zero-temperature results ob-
tained previously [74] suggest that in that limit the SC phase
in Fig. 5(a) will extend beyond the phase boundary for AFM.
When pressure is decreased, SC gives way to the insulating
phase through a first-order jump. The maximum SC critical
temperature (T m

c ) is attained close to the Mott transition to
the insulator. All the qualitative results agree with previous
theoretical studies on the unfrustrated square lattice at finite
temperature [39] as well as with experimental observations in
various organic compounds of the κ-(ET)2X family and of the
Pd(dmit)2family [1–3].

Note that the low-pressure boundary (spinodal line) where
the metastable metallic phase disappears discontinuously in
favor of a stable insulator does not coincide with the low
pressure boundary where the SC phase disappears discontinu-
ously. The two boundaries are however in very close proxim-
ity. There is no reason for the regions of metastability of the
normal and superconducting phases to exactly coincide.

When AFM order is permitted, it dominates a wide area in
the temperature-pressure (T − P ) plane. The maximum of
the SC dome does not coincide with an AFM quantum critical
point, as can be seen for example in 5(c). Further results on
AFM appear in Fig. 9(a) and are discussed in Secs. V B and
VI A. Zero-temperature studies obtained with CDMFT [74]
and with other methods [75, 76] do suggest that for this value
of t′/t AFM is the most stable magnetic phase.

Phase transition between pseudogap phase and metallic
phase For small hole doping (1% in Fig. 5(b)) one finds
the first-order transition discussed in Sec. IV. The region
where hysteresis is found is indicated by the blue region in
Fig. 5(b). Comparison with half-filling in Fig. 5(a) demon-
strates that this transition is continuously connected to the
first-order metal-insulator Mott transition and that it occurs at
larger interaction strength as doping is increased, as suggested
by the border of the magenta region in Fig. I. In other words,
upon doping, the Mott insulator evolves continuously into a
conducting pseudogap phase different from the metallic phase
at larger pressure. This is in complete analogy with the results
found previously [35, 36] for the unfrustrated square lattice.
[77] Our results are qualitatively similar to those of Fig. 1 of
Ref. 35 for the square lattice. We indeed also find that the
first-order transition occurs at lower temperatures as doping
is increased and is not accessible to our simulations for hole-
dopings as small as 4% for temperatures down to T/t = 1/60
and interaction strength up to U/t = 20.

The type of pseudogap discussed here is a strong-
correlation effect as follows from the fact that it appears in
a phase that exists only for values of U/t large enough for a
Mott insulator to exist at half-filling. This pseudogap is how-
ever very different from the Mott gap. [15, 22, 50]

AFM We did not systematically study the effect of doping
on the AFM phase. Nevertheless, Table I is suggestive. Hole-
doping pushes the AFM phase to lower pressures ( higher in-
teraction strengths U/t ). For example, at 10% hole-doping,
the critical pressure for the Néel transition at T/t = 1/20 is
decreased by about 35% (Fig. 5(c)) compared to the half-filled

case. By contrast, electron-doping brings the Néel transition
to higher pressure values (to lower interaction strengths U/t
) (not shown here). A calculation of the Lindhard function
shows that this can in part be attributed to better nesting in the
electron-doped case.

n 1.10 1.00 0.99 0.90
U/t 3.20± 0.05 4.465± 0.005 4.60± 0.05 6.9± 0.1

TABLE I. Filling dependence of UN/t for T/t = 1/20. For U/t >
UN/t the AFM phase is stable at that temperature

The SC State Fig. 5 illustrates the dramatic effects of dop-
ing on the SC phase. For 1% hole-doping (Fig. 5(b)), the
SC dome is extended by a factor of six on the pressure axis
at T/t = 1/60 compared with the half-filled case shown in
Fig. 5(a), while T m

c (the maximum Tc) is enhanced by ap-
proximately 25%. Suppressing the Mott insulating phase by
doping allows the SC state to extend its stability far beyond
the critical interaction strength for the Mott transition at half-
filling (UMIT ) . Comparison of Fig. 5(b) and Fig. 5(c), reveals
that increasing hole-doping moves T m

c to lower pressures. At
10% hole doping, T m

c decreases slightly (by about 1%) com-
pared to the half-filled case. By contrast, Fig. 5(d) shows that
electron-doping (10%) displaces T m

c to significantly lower
temperature compared to half-filling (about 15%). The value
of T m

c as a function of doping appears in Table II. As sug-
gested by this Table and Figs. 5(b), 5(c), the maximum dop-
ing for T m

c is found for intermediate hole-doping at a value
of U/t that is doping dependent. This is illustrated in Figs. 6
and 7. Too much hole-doping (10%) or electron-doping (10%)
effectively reduces T m

c . Nevertheless, every doping that we
studied exhibits an enhancement of the range where the SC
state appears on the pressure axis when compared with half-
filling.

n (U m
c /t; βm

c ) , t′ = 0.4t (U m
c /t; βm

c ) , t′ = 0.8t
1.10 (8.3± 0.2; 29.0± 0.2) —–
1.00 (6.15± 0.02; 25.0± 0.5) (7.78± 0.02; 35.0± 0.5)
0.99 (6.6± 0.2 ; 20.5± 0.5) —–
0.98 (6.8± 0.2 ; 18.9± 0.1) —–
0.97 (7.2± 0.3 ; 19.2± 0.5) —–
0.96 (7.3± 0.2 ; 19.5± 0.5) —–
0.94 (8.0± 0.5 ; 20.8± 0.3) —–
0.92 (9.0± 0.5 ; 22.5± 0.5) —–
0.90 (10.5± 0.5; 25.2± 0.2) (14.5± 0.5 ; 37.0± 0.5)

TABLE II. Estimated CDMFT values of the maximum superconduct-
ing transition temperature and corresponding interaction strength
(U m

c /t; βm
c ) (T m

c = 1/βm
c ) for various fillings and two values

of frustration t′/t.

The general aspect of the dome near the triangular right
part of Figs. 5(a) and 5(b) shows that this section of the SC
state for the 1% hole-doped case is continuously connected
to the SC phase at half-filling. For the range of U/t that
is insulating at half-filling, the SC transition temperature as
a function of doping at fixed U seems however to vanish
extremely steeply between 1% and 0% doping, by analogy
with cuprates. [33, 39, 63] Larger cluster calculations for the
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FIG. 6. Superconducting T m
c as a function of filling and U/t pro-

jected in the T − n plane. The actual values of T,U, n are listed in
Table II.

FIG. 7. Superconducting phase diagram combining in T − U − n
space the constant-doping T − U planes of Fig. 5. The line of T m

c

in Fig. 6 also appears on this plot.

cuprates [78] suggest the existence of a smooth maximum.
The overall qualitative shape of the SC phase diagram as a
function of T −U −n shown in Fig. 7 combines the results of
Fig. 5. The line of T m

c from Fig. 6 also appears on this plot.
The constant doping scans of this plot are complementary to
the constant U/t scans of Refs. 35 and 36.

The order parameter and the uniform susceptibility in the
SC state (discussed below) illustrate in more detail the evolu-
tion from half-filling to finite doping.

Order parameter and magnetic susceptibility in the SC state
Fig. 8 displays the d-wave SC order parameter (dSC ) calcu-
lated using Eq. 10 for t′ = 0.4t. As seen in Fig. 8(a) for
half-filling, dSC is largest near the first-order transition to
the insulating phase. This confirms previous T = 0 results
[74]. Also, as one would expect, as the temperature is raised,
the magnitude of dSC and the range of pressure where it is
non-zero decrease. Furthermore, dSC obtained at T = 0 in
Ref. [74] and at low T in Fig. 8(a) follows qualitatively the
same pressure dependence as Tc obtained here.

Fig. 8(b) indicates that the pressure dependence of dSC
at low temperatures also follows qualitatively that of Tc for
all other fillings studied, except for the 1% hole-doped case,
where an anomaly is present near the pseudogap to metal tran-

sition (Fig. 8(c)). This is analog with the unfrustrated square
lattice where the doping dependence of the low T value of
dSC does not follow that of Tc in the under-doped regime
[23, 39].

The pseudogap to metal transition leaves some traces in the
SC state at 1% doping through signatures in certain observ-
ables, such as the uniform susceptibility, χz(q = 0, ω = 0) =
χz Eq. 6. Indeed, as shown in Fig. 8(c), near the value
U = UMMT where the transition between pseudogap and
metal phases occurs in the normal state, the uniform suscepti-
bility in the SC phase (blue squares) shows a large variation,
suggesting a crossover in the fundamental metallic proper-
ties of the system, even in the SC state: over a small range
of U/t (0.3), χz varies by a factor of 4.3 when UMMT is
crossed. Upon decreasing pressure, dSC (green diamonds)
also starts to weaken. This last characteristic is reminiscent of
the half-filled case, where dSC dies out at the first-order tran-
sition to the insulating phase (Fig. 8(a)). Note by comparing
Fig. 5(b) and Fig. 8(c) that Tc does not change as drastically
as χz(q = 0, ω = 0) or dSC upon crossing U = UMMT . The
value U m

c , corresponding to the maximum Tc, differs slightly
from the value where dSC is maximum.

For the 10% hole-doped case (and 10% electron-doped
case, not shown), dSC is anti-correlated to χz . This is illus-
trated in Fig. 8(d). This behavior is expected since it becomes
more difficult to align the spin of the electrons along a mag-
netic field when more singlet pairs are formed. By contrast
with the 1% doping case, for 10%, the first-order pseudogap
to metal transition is not found at accessible T and U/t , so
χz shows no peculiar behavior.

The T = 0 extrapolations of our results are consis-
tent with the variational Monte Carlo results of Watanabe et
al. [30] for the same model. In the normal state they find a
rapid crossover between two different metallic states at finite-
doping. They also find that the SC phase for t′ = 0.4t is stable
between U/t = 5 and U/t = 30 for a hole-doping of 8.3%. Our
numbers are U/t = 6.70 and U/t = 30 for 10% hole-doping at
T/t = 1/60.

B. t′ = 0.8t

We move to the case t′ = 0.8t, contrasting the results
with the less frustrated case t′ = 0.4t just considered. We
expect that for larger frustration, both SC and AFM will be
negatively affected, leaving more room to effects related to
the Mott transition. However, as we shall see, the effects of
frustration are much stronger on the AFM than on the SC and
normal states.

For compounds with t′ = 0.4t, Fig. 9(a) shows that T = 0
AFM order would mask the Mott transition, and leave either a
small region of SC at large pressure and very low temperature,
or coexisting AFM and SC phases.

Figs. 10(a) and 9(b) at half-filling demonstrate that larger
frustration, t′ = 0.8t, is more detrimental to AFM order than
to SC order. The maximum Néel transition temperature for
the AFM phase occurs at (T/t ∼ 1/3.5, U/t ∼ 8.2) for inter-
mediate frustration, t′ = 0.4t Fig. 9(a), whereas for t′ = 0.8t
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FIG. 8. (color online) Order parameter (dSC ) and uniform susceptibility (χz ) for the superconducting phase of the Hubbard model on the
anisotropic triangular lattice with t′ = 0.4t. Each filling has its specific color and plotmarker in the various panels of this figure and those of
Fig. 11. Lines are guides to the eye.
(a) dSC for the half-filled case. Two different temperatures are plotted.
(b) dSC for various fillings. The temperature is T/t = 1/60. The dashed purple line is an extrapolation.
(c) dSC (green diamonds) and χz (blue squares) for the 1% hole-doped case. χz is divided by 100 to fit on the same vertical axis. UMMT

denotes the vicinity of interaction strengths where the pseudogap to metal first-order transition discussed in Sec. IV is found. U m
c stands for

the critical interaction strength associated with T m
c , the maximum Tc.

(d) dSC (orange triangles) and χz (blue squares) for the 10% hole-doped case. χz is divided by 100 to fit on the same vertical axis. U m
c has

the same significance as in (c). The orange curve for dSC is the same as in (b).

in Fig. 9(b) one finds (T/t ∼ 1/8.25, U/t ∼ 10). Thus,
the maximum AFM transition temperature is decreased by a
factor of about 2.4. By contrast, the maximum Tc decreases
by about only 25 %. This is the expected effect of frustra-
tion and it agrees qualitatively with FLEX calculations [79] .
However, FLEX is not valid across a Mott transition. Con-
cerning the nature of the AFM phase, T = 0 studies with
CDMFT [74] on 2 × 2 cluster, find that between t′/t = 0.7
and t′/t = 0.8, superconductivity at the first-order transition
changes from coexisting with a commensurate AFM phase to
coexisting with a phase that is not magnetically ordered. Vari-

ational Monte Carlo studies find that commensurate AFM is
stabilized for [76] t′/t < 0.75 or even t′/t < 0.9 [75], con-
sistent with our results. The latter early study however finds
that magnetic states are always more stable than superconduc-
tivity.

Long-wavelength AFM fluctuations are also detrimental
to long-range order since the Mermin-Wagner-Hohenberg the-
orem requires that the Néel transition temperature (TN ) van-
ish in the absence of coupling to the third dimension. The
TN lines that we find here are only indicators for the on-
set of the renormalized classical regime where low-frequency
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FIG. 9. Phase diagrams for the Hubbard model on the anisotropic
triangular lattice. β is the inverse temperature in 1/t units. The
value t = 0.044 eV is used to convert to physical units. [64] Lines
are guides to the eye.
(a) Phase diagram at half-filling for an anisotropy parameter t′ =
0.4t. This figure is the same as Fig. 5(a) except that it shows the
complete antiferromagnetic phase.
(b) Phase diagram at half-filling for an anisotropy parameter t′ =
0.8t. This figure is the same as Fig. 10(a) except that it shows the
complete magnetic phase.

long-wavelength AFM fluctuations become important. Fur-
thermore, as discussed in V A, hole-doping also suppresses
TN .

The above considerations suggest that for t′ = 0.8t our re-
sults for the normal state pseudogap to metal transition and
for the SC phase are observable at finite temperature in real
materials. The crossover discussed in Secs. V A and IV also
occurs for t′ = 0.8t and is thus a fundamental feature of sys-
tems near half-filling. For 1% hole-doping, we found the first-
order transition at U/t ∼ 8. However, the pseudogap to metal
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FIG. 10. (color online) Phase diagrams for the Hubbard model on
the anisotropic triangular lattice with anisotropy parameter t′ = 0.8t
and two fillings. The antiferromagnetic state was studied at half-
filling and also for n = 0.9. In the latter case, no AFM was found
for T down to 1/60 and 8 < U/t < 30. The value t = 0.044 eV is
used to convert to physical units. [64] Lines are guides to the eye.
(a) Phase diagram for the half-filled case. Metallic and insulating
phases coexist in the blue region. A first-order jump in the normal-
state double occupancy is found at the blue points. The value of the
critical point for the Mott transition is (U/t = 7.93, β = 10.00).
With increasing pressure, we find at the red triangles that the Néel
AFM order parameter disappears (to the right of the red line) through
a first-order jump for β > 10 and through a second-order transition
for β < 10. When pressure is decreased, the paramagnetic metal is
unstable to the AFM insulator along the green line through a first-
order jump (β > 10) or through a second order transition (β < 10).
The orange region is where superconductivity manifests itself. The
SC state gives way to the insulating phase along a first-order jump
upon decreasing pressure, and to the metallic phase along a second-
order transition line upon increasing pressure.
(b) Phase diagram for the 10% hole-doped case. The transition from
the SC state to the normal state is second-order.
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transition and especially the SC phase were particularly diffi-
cult to study extensively due to a worse sign problem, hence
they are not displayed.

Results for the 10% doped case are shown in Fig. 10(b).
The SC phase is present for a much broader range of pres-
sure than in the half-filled case (Fig. 10(a)). Furthermore, the
SC dome is shifted to lower pressure. These effects of hole-
doping for t′ = 0.8t are very similar to those for t′ = 0.4t.
Again, the effect of frustration on the superconducting Tc is
much smaller than on TN . Indeed, TN changes from a finite
value at t′/t = 0.4 (Fig. 5) to zero at t′/t = 0.8, while the
maximum Tc decreases only by about 30%.

SC order parameter Fig. 11 displays dSC calculated with
Eq. 10 for half-filling and for 10% doping. The qualitative
observations made for t′ = 0.4t for 10% doping still hold here
at larger frustration, namely the pressure dependence of dSC
at low temperatures follows qualitatively that of Tc and doping
increases drastically the range of the SC dome on the pressure
axis. Here too, the uniform susceptibility is anti-correlated to
dSC .

Additional comparisons with earlier results

The range of U/t where the SC phase appears for 10%
hole-doping and t′ = 0.8t, namely 10 < U/t < 26 for
T/t = 1/60, is similar to that found [30] with the varia-
tional Quantum Monte Carlo method for 8.3% hole-doping
at T = 0, namely 10 < U/t < 25.

At half-filling, the shape of the coexistence region in our
normal state phase diagram differs from that found on a three
site cluster with CDMFT with exact diagonalization solver by
Liebsch et al. [64] Also, on the doped three-site cluster the
pseudogap is not observed in the isotropic limit [80]. These
differences are not surprising since the ground state entropy of
clusters with an odd or even number of sites is very different.
The four site cluster results of Ohashi and al. [65] for the
transition line have a slope of the same sign as us in the T −U
plane but the actual values of U and especially T differ, a
difference that may come from the systematic imaginary-time
discretization errors of the Hirsch-Fye algorithm.

Our results extrapolated to T = 0 are consistent with
earlier CDMFT results obtained with an exact-diagonalization
impurity solver. [74] Here we also find with decreasing pres-
sure that the system changes from a paramagnetic metal, to
a superconductor to an AFM insulator. In Ref. 74, the AFM
phase boundary at sufficiently large frustration coincides with
the Mott transition. This is consistent with the extrapolation to
T = 0 of the coincidence in Fig. 10(a) between two transitions
found with increasing pressure, namely the first-order jump
between the AFM state and the paramagnetic metal and (when
AFM long-range order is forbidden) the first-order jump be-
tween the Mott insulator and the paramagnetic metal. At
smaller frustration, this does not occur: Upon decreasing pres-
sure (or increasing U ), the AFM transition occurs before the
Mott transition, as can be seen for t′/t = 0.4 in Fig. 9. Also,
as seen in Fig. 9, the critical value of U/t for the Mott tran-
sition at half-filling increases with frustration t′/t, in agree-

ment with Refs. [74, 81]. This is reflected in the qualita-
tive shape of the magenta region in Fig. I. The Mott transi-
tion on the anisotropic triangular lattice has been studied with
many other methods, for example path integral renormaliza-
tion group [82]. The critical value of U/t found with the lat-
ter method is smaller than that in CDMFT. Note finally that
it has been found earlier in different contexts that depending
on frustration t′/t, AFM transitions can be of first or second
order [83–85].

The T = 0 magnetic phases found for various values of
t′/t and U/t with the variational cluster approximation [86–
88] exact diagonalization of an effective model [89], varia-
tional Monte Carlo, [75, 76] and dual-fermions [87] are sim-
ilar to those found with CDMFT in Ref. 74, except that here
and in Ref. 74 the possibility of spiral order has not been
investigated. Nevertheless, according to Refs. [75, 76, 90],
commensurate AFM of the type we find can be stable up to
t′/t ∼ 0.8. In [75] superconductivity is always less stable
than AFM but this is not so in weak correlation approaches
such as FLEX [79] or functional renormalization group [91].
With the latter approach, superconductivity is also obtained
for t′/t = 1 but symmetry considerations in this case are dif-
ferent. [92] At half-filling, it has been widely appreciated for
a long time by many methods that superconductivity is sta-
ble for a wide range of values of t′/t: in variational [93, 94]
CDMFT [74] Gutzwiller [95] resonating valence bond [96]
approaches.

VI. DISCUSSION

A. Broken-symmetry phases

Although phase transitions in CDMFT are renormal-
ized by local dynamical fluctuations, they essentially have a
mean-field character. In particular, they do not satisfy the
Mermin-Wagner-Hohenberg theorem that forbids continuous-
symmetry breaking at finite temperature in two dimen-
sions. [97] This is especially relevant for AFM order, which
we overestimate. On the other hand, the superconducting
critical temperature Tc found in our phase diagrams physi-
cally represents the dynamical mean-field transition temper-
ature T dc below which Cooper pairing occurs locally in the
cluster. [39] Long-wavelength quantum and thermal fluctua-
tions in the amplitude and phase of the order parameter dSC
should lead to an actual Kosterlitz-Thouless transition temper-
ature smaller than T dc [98–100] With increasing cluster sizes,
the dynamical mean-field Tc have been shown to converge to
a finite value on the square lattice. [27]

B. Strongly correlated superconductivity, superconducting
dome and AFM quantum critical point

The link between antiferromagnetic quantum critical point
and unconventional superconductivity is well documented, es-
pecially in the field of heavy-fermion materials. [101] Nu-
merical simulations with methods very close to those used
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FIG. 11. (color online) The order parameter (dSC ) and uniform sus-
ceptibility (χz ) in the superconducting phase of the Hubbard model
on the anisotropic triangular lattice with frustration value t′ = 0.8t.
Each doping has the same specific color and plotmarker as in Fig. 8.
Lines are guide to the eye.
(a) dSC for the half-filled case. Two different temperatures are plot-
ted.
(b) dSC for various fillings and χz for the 10% hole-doped case. The
temperature is T/t = 1/60. U m

c stands for the superconducting crit-
ical interaction strength associated with T m

c . The spin susceptibility
χz calculated with Eq. 6 in dimensionless units is divided by 200 to
fit on the same vertical axis.

here confirm this intimate connection for the Anderson lat-
tice model of heavy-fermions: [102] Indeed, one finds a su-
perconducting dome that systematically surrounds the antifer-
romagnetic quantum critical point. The same type of con-
nection to a quantum-critical point has been proposed for
cuprates. [103, 104] We suggest that this connection between
AFM quantum critical point and maximum Tc is present when

the interaction strength is not large enough to lead to a Mott
transition. In that case pairing occurs through the exchange of
long wavelength antiferromagnetic fluctuations. [105–108]

The top panel of Fig. 9 shows that for half-filled organics,
where a Mott transition is clearly observed, superconductiv-
ity is near the Mott transition, not near the antiferromagnetic
quantum critical point. And as we dope, Fig. 5(b) shows that
the superconducting dome surrounds the pseudogap to metal
transition that is the finite-doping remnant of the Mott transi-
tion.

A schematic phase diagram is displayed in Fig. 12. In the
normal state, there is a first-order phase transition whose co-
existence region is represented in blue. The maximum of
the superconducting transition temperature is controlled by
the opening of the pseudogap, namely by the position of the
first-order phase transition or its continuation, not by the an-
tiferromagnetic quantum critical lines at the end of the anti-
ferromagnetic three-dimensional dome delimited by the red
region: even in the absence of the antiferromagnetic phase,
superconductivity survives, as can be verified from Fig. 10b.
This is a characteristic of strongly-correlated superconductiv-
ity in doped Mott insulators. We stress however that at large
doping we observe crossovers in the normal state, but we can-
not calculate at low enough temperature to confirm if the first-
order transition survives. It can in principle be replaced by a
T = 0 second order transition line or disappear at a critical
point.

The mechanism for superconductivity in the organics is
thus clearly different from that associated with an antifer-
romagnetic quantum critical point. This type of strongly-
correlated superconductivity is controlled by short-range
AFM correlations, namely superexchange J = 4t2/U , as
found early on in slave-boson calculations [109] and more re-
cently with CDMFT [61]. This is reviewed in Ref. 15.

Further studies will be needed to clarify the detailed cause
of the Tc dome. Consider the optimal Tc in Figs. 10(b), 5(b),
5(c), 5(d). The decrease of Tc from optimal towards low pres-
sure (on the left) scales like J (i.e. like a straight line). On
the other hand, the opening of a pseudogap could also explain
this decrease because a pseudogap in the density of states at
the Fermi level leaves fewer states to pair.

C. Contact with experiment

Our phase diagrams at half-filling (Figs. 5(a), 10(a)), re-
veal interesting similarities with the experimental phase di-
agrams of the BEDT compounds but even more so with
the Pd(dmit)2compounds. [3, 4] In the temperature-pressure
plane, the shape of the region where the SC phase exists and
the shape of the metal-insulator coexistence region are in qual-
itative agreement with experiment. The maximum SC transi-
tion temperature T m

c as a function of pressure coincides with
the phase transition to the insulator, also like in experiment.

We find that as frustration is increased, both the max-
imum TN and T m

c decrease, the decrease in the tendency to
magnetic order being however much more pronounced. These
observations are consistent with experiments where com-
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FIG. 12. Schematic phase diagram for layered organics. Orange
planes indicate the three-dimensional region where superconductiv-
ity is present. The antiferromagnetic three-dimensional dome is be-
low the red lines. In the normal state, there is a surface of first-
order transition whose coexistence region is delimited by the blue
lines. This first-order transition separates a pseudogap phase with
small double-occupancy from a correlated metal with larger double-
occupancy, by analogy with Ref. 35. At larger U and doping, the
sign problem prevents us from observing directly the first-order tran-
sition or its continuation as a different phenomenon. Frustration can
appreciably displace and eventually completely eliminate the antifer-
romagnetic region. [74, 110]

pounds with higher frustration t′/t have lower Tc compared
to less frustrated materials. For example, κ-(ET)2Cu2(CN)3
(t′ = 0.8t) and κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl (t′ = 0.4t) dis-
play T m

c of respectively 3.9K and 13.1K. Also, as frustration
is increased in real compounds, AFM order is greatly sup-
pressed. For instance, κ-(ET)2Cu[N(CN)2]Cl has AFM order
at low temperatures and pressures, while κ-(ET)2Cu2(CN)3 is
a spin-liquid candidate. [1, 7]

Fig. 10 at t′ = 0.8t accounts for the experimen-
tal results on the SC phase both at half-filling [2] and at
10% doping. [16] Indeed, in half-filled κ-(ET)2Cu2(CN)3 a
superconductor-insulator phase transition is observed upon
decreasing pressure, as in Fig. 10(a). On the other hand
κ-(ET)4Hg2.89Br8, the 10% hole-doped counterpart of κ-
(ET)2Cu2(CN)3 , presents a dome shaped [16, 20] Tc similar
to Fig. 10(b) except that the dome is more asymmetrical in
experiment.

Fig. 10 for t′ = 0.8t also shows that the range of pres-
sure where SC appears at 10% hole-doping and T/t = 1/60
is multiplied by about nine compared to the half-filled case.
Rough extrapolation of the superconducting dome to T = 0
gives a range of pressure that increases by a factor four to six
in going from half-filling to 10% doping. Experimentally the
dome is extended by approximately six for the same value of
frustration. Indeed, in half-filled κ-(ET)2Cu2(CN)3 , super-
conductivity occurs over a range of 0.25 GPA according to
Ref. [111] while Ref. [16] finds superconductivity for a range
of 1.5 GPa in the doped compound κ-(ET)4Hg2.89Br8.
T m
c for κ-(ET)2Cu2(CN)3 is 3.9K while it is about 7K for

the doped counterpart, a factor of 1.8. Our results show a very
slight decrease of T m

c at 10% hole-doping. However, T m
c is

increased for intermediate doping (Table II, Fig. 6) compared

to half-filling. While that increase for intermediate doping is
proven for an anisotropy parameter t′ = 0.4t, the case t′ =
0.8t should be similar.

Oike et al. [16] and Taniguchi et al. [20] also found in
the Hall coefficient of κ-(ET)4Hg2.89Br8 a rapid crossover
around 0.5 GPa. This pressure corresponds closely to the
maximum of the superconducting transition temperature [16]
T m
c . Although for t′/t = 0.8 and n = 0.9 we cannot reach

low-enough temperature to detect the first-order pseudogap to
metal transition, the t′/t = 0.4 low-doping results of Fig. 5(b)
strongly suggest that T m

c is controlled by that transition. On
the square lattice, one finds analogous results: [39] A low tem-
perature first-order transition between a pseudogap metallic
phase and a strongly-correlated metal ends at a critical point
above which a line of crossovers appears. [22, 23] This line
of crossovers is a Widom line, a general phenomenon found
in the supercritical region of first-order transitions. [66] Re-
markably, T m

c is near the intersection of the superconducting
dome and of the Widom line. [21, 39] This leads us to impor-
tant predictions for experiment.

D. Predictions

The first-order pseudogap to metal transition, observed
theoretically on the square lattice, [22, 35, 36] has also been
seen as a sharp crossover in larger cluster calculations in the
Dynamical Cluster Approximation [112] and in variational
Quantum Monte Carlo. [113] Our work shows that this tran-
sition also occurs on the anisotropic triangular lattice. It had
been observed before as a sharp crossover. [30] The experi-
mental results on the doped BEDT κ-(ET)4Hg2.89Br8 [16, 20]
can thus be interpreted as an observation of the crossovers as-
sociated to this pseudogap to metal transition. Based on our
phase diagrams, we predict that in yet to be synthesized very
low-doping organic materials with pressure-induced transi-
tions, remnants of this transition could be detectable in the
SC state. It would manifest itself via observables such as the
uniform susceptibility, the SC order parameter or by a strong
crossover of many properties as a function of pressure near
T m
c .
We also predict that in electron-doped compounds, Tc is

decreased but the range of SC on the pressure axis is still in-
creased compared to the half-filled case.

Finally, our results also suggest that for frustration high
enough that magnetically ordered phases are absent, the nor-
mal state underlying the SC state of the doped compounds
should display a first-order transition between a pseudogap
and a more metallic state at sufficiently low temperatures.
This is our most important prediction. As usual the normal
state can be revealed by applying a magnetic field. Experi-
ments at half-filling [114] on κ-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2]Cl
suggest that the magnetic fields necessary to destroy the SC
state are easily accessible.
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E. Limitations and perspectives

The broad agreement that we find with experiment and, in
the low temperature limit, with variational Monte Carlo meth-
ods, [30] suggest that the important physics in the layered
organics arises from strong on-site repulsion U and nearest-
neighbor superexchange J . Increasing the cluster size would
allow a better representation of the long-wavelength fluctua-
tions beyond mean-field theory. It would produce more quan-
titative phase boundaries, as discussed in Sec. VI A above.
But since the existence of the superconducting phase itself has
already been established by finite-size studies on the square
lattice, [27] it is highly unlikely that larger cluster studies
would change this.

The continuous time Quantum Monte Carlo impurity solver
in the hybridization expansion that we have used here (CT-
HYB) is for now the only Monte Carlo approach that allows
calculations in the range of large U/t and frustration needed
for the layered organics. Recall that U/t = 14 at the maxi-
mum of the superconducting dome for t′/t = 0.8 and thatU/t
is as large as 30 at the lowest temperature end of the dome.
Expansions in power of U/t that are used as Quantum Monte
Carlo impurity solvers for larger clusters [45] fail for such
large values of U/t and frustration because of a sign prob-
lem and because of the large expansion orders that are needed.
Even on the 4-site cluster that we use, the average sign is im-
measurably small with Rubtsov’s algorithm for U/t = 14.5
and T/t = 1/40, namely near the maximum of the super-
conducting dome for t′/t = 0.8. [45] For high-temperature,
(T/t ≥ 0.06) the cluster-size dependence has been shown to
be negligible. [115] While CT-HYB provides a method to ac-
cess the large values of U/t and t′/t that we need, the compu-
tation time increases exponentially with system size, making
larger clusters unfeasible with present resources. The same
size limitation applies to exact-diagonalization solvers [52]
that, in addition, rely on a finite bath, by contrast with CT-
HYB where the bath is infinite. A method has recently been
proposed [116] to increase bath size in exact diagonalization
solvers but extensions to higher temperatures have not been
tested and implementations on clusters have not been done
yet.

Although AFM and SC were considered on equal footing,
we neglected the possibility of non-vanishing order parame-
ters for both AFM and SC simultaneously. This might oc-
cur in some regions at finite doping where we found that both
AFM and SC separately can develop long-range order. The
question of simultaneous non-vanishing order parameters is
an interesting question but it is a detail at this early stage of
investigations. The fact that for t′/t = 0.8 model of the doped
organic κ-(ET)4Hg2.89Br8 there is a superconducting dome
far from the AFM phase is one of the crucial proofs that the
maximum of the dome does not come from an AFM quantum
critical point.

So far, studies of the Hubbard model have shown that they
are capable of capturing essential features of materials such as
cuprates, κ-(ET)2X or Pd(dmit)2, even if that model neglects
some physical effects. Additional calculations taking into ac-
count Coulomb interaction between nearest neighbors (with

the extended Hubbard model [38, 117]), electron-phonon in-
teractions [118], or the third spatial dimension [119, 120]
would allow one to capture increasing details of these fasci-
nating compounds, but the overall agreement with experiment
that has been found suggests that the local and near-neighbor
superexchange aspects of the Hubbard model capture the es-
sential physics.

Further investigations of the normal state pseudogap and
of properties of the strongly correlated superconducting phase
are planned.

VII. CONCLUSION

Based on CDMFT calculations of normal, superconduct-
ing and antiferromagnetic phase diagrams for the Hubbard
model on the anisotropic triangular lattice, we arrive at the
following conclusions. These phase diagrams are very sim-
ilar to experimental observations, both at half-filling and at
finite doping. Upon doping, superconductivity is enhanced;
in particular it occurs over a much broader range of pressures
(U/t ). Smaller anisotropy, or equivalently larger frustration
(t′/t ∼ 1), diminishes antiferromagnetic and superconducting
transition temperatures but antiferromagnetism is much more
affected.

In the normal state, a first-order pseudogap to metal transi-
tion occurs at finite doping and low temperature. The transi-
tion is continuously connected to the Mott transition at half-
filling, as on the square lattice case, [35] yet the pseudogap
is different from the Mott gap. The decrease in the density
of states at the Fermi level associated with the pseudogap and
the decrease of superexchange J when pressure decreases can
both contribute to the decrease of Tc with decreasing pressure.
We claim that competing antiferromagnetism is not an expla-
nation for the dome in the doped organics.

We predict that for very lightly hole-doped compounds, the
pseudogap to metal transition leaves some subtle traces in the
superconducting state. Our most important prediction is that
the normal state that will be revealed by destroying the super-
conducting state with a magnetic field in lightly-doped highly-
frustrated compounds will show this first-order transition be-
tween two conducting phases, one with a pseudogap and the
other one metallic. It is this transition that should control the
crossovers at finite temperature as well as the location of the
maximal superconducting transition temperature. Finally, we
predict that electron-doping should lead to a reduced maxi-
mum Tc.

For a model of heavy fermions solved with the same set of
methods as those used here, the maximum of the supercon-
ducting dome can be correlated with the location of an anti-
ferromagnetic quantum critical point for interaction strengths
that are not large enough to lead to a Mott transition. [102]
In our case, the superconducting dome in the doped organ-
ics surrounds the finite-doping extension of the zero-doping
first-order Mott transition (whenever it is directly observable).
It is definitely not attached to an antiferromagnetic quantum
critical point, a conclusion that can also be verified exper-
imentally. This result should clearly impact understanding
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of strongly-correlated superconductivity in all doped Mott in-
sulators; not only layered organic superconductors, but also
high-temperature cuprate superconductors.

ACKNOWLEDGMENTS

We are grateful to G. Sordi for numerous discussions, to
Wei Wu for some calculations and to M. Gingras, C. Bourbon-

nais, and R. Nourafkan for suggestions and detailed comments
on the manuscript. This work was supported by the Nat-
ural Sciences and Engineering Research Council of Canada
(NSERC) and the Tier I Canada Research Chair Program (A.-
M.S.T.). Simulations were performed on computers provided
by CFI, MELS, Calcul Québec and Compute Canada.
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[116] Y. Lu, M. M. Höppner, O. Gunnarsson, and M. W. Haverkort,
Phys. Rev. B 90, 085102 (2014).

[117] L. F. Tocchio, C. Gros, X.-F. Zhang, and S. Eggert, arXiv
preprint arXiv:1402.3160 (2014).

[118] H. Bakrim and C. Bourbonnais, Phys. Rev. B 90, 125119
(2014).

[119] P. A. Igoshev, M. A. Timirgazin, A. K. Arzhnikov, and V. Y.
Irkhin, arXiv preprint arXiv:1409.0320 (2014).

[120] T. Yoshikawa and M. Ogata, Phys. Rev. B 79, 144429 (2009).



51

3.2 Résultats additionnels pour la phase normale : le pseudogap

La présente section expose les résultats obtenus par calculs numériques pour le ré-

seau triangulaire anisotrope en CDMFT à l’aide des solutionneurs d’impuretés CT-QMC.

La phase normale paramagnétique, telle que présentée dans la Sec. 3.1 de l’article [62],

est étudiée de façon plus approfondie sous des aspects complémentaires à ceux présen-

tés précédemment. Principalement, nous démontrons que le pseudogap peut s’observer

dans les quantités telle la conductivité selon l’axe c et correspond bien aux résultats dans

la littérature. De plus, nous exposons les densités d’états qui décrivent théoriquement la

signature de la transition entre métal et métal corrélé à dopage fini (MMT). Cette transi-

tion est continument connectée à la transition de Mott à demi-remplissage.
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FIGURE 3.1 Densité d’états à température finie pour le modèle triangulaire anisotrope pour
plusieurs dopages calculés en CDMFT dans la phase normale paramagnétique.
(a) Densité d’états pour une valeur de dopage en trou de 1%. Nous observons une
formation d’un pseudogap avec l’augmentation de la valeur de l’interaction. Cette
observation est compatible avec la traversée de la transition entre un métal
conventionnel et un mauvais métal continument connecté à l’isolant de Mott à
demi-remplissage.
(b) Densité d’états à demi remplissage : la formation du gap de Mott est visible
subitement lorsque la transition métal-isolant est franchie.
(c) Densité d’états pour une valeur de dopage de 1% en électrons. Les mêmes
observations qu’en a s’appliquent ici également.
(d) Densité d’états pour une valeur de dopage de 2% en électrons. Les mêmes
observations qu’en a s’appliquent ici également.
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Les densités d’états dans les Fig. 3.1 sont calculées à partir de l’Eq. 2.36 de la section

2.2.3.

À demi remplissage, une transition de premier ordre est visible par le saut subit de

la densité d’états au niveau de l’énergie de Fermi lorsque le système passe d’un isolant à

forte interaction à un métal à plus basse interaction. À dopage fini, l’isolant de Mott est

continuement connecté à un métal corrélé et une transition de premier ordre entre ce

métal corrélé et un métal conventionnel est observé à basse température (MMT). Cette

transition de premier ordre à basse température passe continuement vers une transition

de second ordre entre ces deux phases à plus haute température. Pour aller plus loin, l’ap-

parition de ce métal corrélé, possédant un pseudogap à dopage fini, est évidente dans

la densité d’états au niveau de l’énergie de Fermi lorsque la pression effective diminue

(lorsque l’interaction augmente), comme illustré aux Fig. 3.1a, 3.1c, 3.1d. Effectivement,

nous y observons un pic de quasi-particules à basse interaction (haute pression), où la

phase métallique se manifeste. Au fur et à mesure que l’interaction augmente, le pic de

quasi-particules diminue en intensité et laisse place à une dépréciation considérable de

la densité d’états au niveau de Fermi. Cette dernière observation est une représentation

canonique du pseudogap. Ces densités d’états viennent corroborer les résultats présen-

tés précédemment concernant la double occupation à dopage fini (Fig. 3 de [62]).

Ces observations sont qualitativement très semblables à celles obtenues sur le ré-

seau carré, pour lequel la transition métal-isolant et métal-pseudogap (métal corrélé)

est contrôlée par la physique de Mott en fonction du potentiel chimique [63–66]. La pré-

sence de cette physique de Mott à dopage fini pour des frustrations variables est un ajout

additionnel à la littérature existante. De plus, nous avons démontré que la phase antifer-

romagnétique diminue drastiquement à forte frustration et qu’elle laisse place à la phase

paramagnétique sans aucun artifice de calcul [62] (Sec. 3.1) pour une plage d’interaction

(pression) non négligeable.

La même physique de transition de second ordre à haute température est observée

à une grande frustration, comme le montre la Fig. 3.2b. Effectivement, l’observation clé

pour les figures 3.1 s’applique également dans le cas de figure présente (Fig. 3.2b). Nous

y observons encore une fois le pic de quasi-particules près de ω = 0. Ce pic diminue et

forme un pseudogap au fur et à mesure que l’interaction augmente. Cette transition de

second ordre visible dans la densité d’états est en fait une manifestation de la ligne de

Widom [11].

Cette transition de premier ordre à dopage fini se déplace rapidement vers les faibles

températures avec l’augmentation du dopage en s’éloignant du demi-remplissage du

côté dopé aux trous ou aux électrons. Ceci est bien documenté dans le cas du modèle

de Hubbard sur le réseau carré [63–66]. Ici, il s’agit d’une observation similaire sur une
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autre tranche dans le diagramme T-P-n. Au-dessus de cette transition de premier ordre,

un crossover pour de nombreuses quantités physiques est observé. Ce crossover est en

fait la ligne de Widom.

Une quantité physique qui présente un crossover est la conductivité électrique Fig. 3.2a

et ce crossover est compatible avec les observations expérimentales. En effet, à haute

pression (basse interaction), la conductivité est croissante en fonction de l’interaction et

démontre le caractère métallique de l’amas. En diminuant la pression, la transition vers

la phase de mauvais métal est apparente par la diminution de la conductivité et la stag-

nation de cette dernière à une valeur constante qui ne dépend plus de la pression. Ce

plateau s’explique par la très faible compressibilité des porteurs de charge dans la phase

de mauvais métal.
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FIGURE 3.2 (a)Conductivité électrique normalisée pour le réseau triangulaire anisotrope
(t′ = 0.4t) calculée en CDMFT à température finie selon l’Eq. 2.144 pour la
phase normale.
(b)Densité d’états pour une plus grande frustration (t′ = 0.8t) et une valeur de
remplissage de 1.01 (dopage de 1% en électrons) dans la phase normale.
c.) Diagramme de phase du supraconducteur organique κ-(ET)4Hg2.89Br8 . La
valeur de la résistivité en fonction de la température est présentée pour un
champ magnétique nul. La valeur alpha répond à l’équation : ρ − ρ0 ∼ Tα. La
valeur de la résistivité est calculée dans le plan conducteur. Figure tirée de [13].
d.) Diagramme de phase du supraconducteur organique κ-(ET)4Hg2.89Br8
sous un champ magnétique de 9 Tesla. La phase normale paramagnétique et la
transition mauvais-métal (pseudo-gap) au métal (liquide de Fermi) par le biais
d’un crossover dans l’effet Nernst est observé. Ce crossover se situe très près
du maximum du dôme supraconducteur. Figure tirée de [14].
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La figure de conductivité théorique Fig. 3.2a et la figure expérimentale Fig. 3.2c sont

en accord qualitatif. En rétrospective, il aurait été préférable de calculer la résistivité

théorique à pression constante pour plusieurs températures pour reproduire la figure

de contour expérimentale. Malgré tout, nous pouvons tout de même constater que le

comportement de la résistivité dans les données expérimentales en fonction de la pres-

sion est qualitativement compatible avec les calculs théoriques. En effet, en nous plaçant

à température constante, la résistivité expérimentale possède un plateau à forte inter-

action (basse pression) en fonction de la pression, et donc il en est de même pour la

conductivité qui est l’inverse de la résistivité. Au fur et à mesure que la pression aug-

mente (que l’interaction diminue), alors la résistivité diminue puisque la valeur du pa-

ramètre alpha diminue (et donc la conductivité augmente). Ce comportement qualitatif

est exactement celui reproduit à la figure théorique. En effet, nous voyons que lorsque la

transition entre le pseudogap et la phase métallique de type liquide de Fermi survient,

la conductivité électrique passe d’un plateau de faible valeur dans la phase pseudogap

à faible pression (mauvais métal), à une valeur qui augmente avec la pression dans la

phase métallique standard.

Pour continuer, nous avons prédit dans l’article [62] (Sec. 3.1) que la transition de

Sordi (et la ligne de Widom correspondante) pourrait s’observer dans le matériau κ-

(ET)4Hg2.89Br8 à faible température lorsque la phase supraconductrice était prohibée par

un champ magnétique supérieur au champ critique. C’est dans l’article de Suzuki et col-

lab. qu’une telle observation est faite sur ce même matériau [14]. Effectivement, nous

pouvons voir dans la Fig. 3.2d que les valeurs expérimentales de l’effet Nernst possèdent

des caractéristiques typiques de la ligne de Widom. Plus précisément, à basse tempéra-

ture, un crossover vif est observé dans l’effet Nernst, alors qu’un crossover plus léger se

manifeste à plus haute température. Ceci est un succès éloquent pour la modélisation

par le réseau triangulaire anisotrope en CDMFT pour ces types de matériaux.

Bien que nous ayons étudié de façon prédominante le côté dopé en électrons, des

résultats non définitifs suggèrent que les résultats sont qualitativement similaires du côté

dopé aux trous. Effectivement, pour une frustration intermédiaire, les diagrammes de

phases de part et d’autre du demi-remplissage sont très similaires et il ne semble pas

exagéré de croire qu’une physique grandement similaire serait valide tant du côté dopé

aux trous qu’aux électrons(Sec. A).

Aussi, bien que les calculs soient effectués selon l’axe c dans le but d’éviter la pro-

blématique des corrections de vertex [67], nous constatons tout de même une bonne

représentation de ce qui se passe de façon expérimentale lorsqu’un crossover entre deux

phases métalliques distinctes se situe juste au-dessus de la température critique supra-

conductrice Tc.
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Pour clore cette section, Oike et collab. [13] et Suzuki et collab. [14] trouvent des com-

portements qui peuvent être expliqués par la ligne de Widom tout près du maximum de

la température critique pour la phase supraconductrice. La Fig. 3.2c de Oike et collab. ex-

pose un comportement de crossover pour les propriétés de transport au-dessus du dôme

supraconducteur, tout comme les résultats théoriques présentés à la Fig. 3.2a. Nous ar-

gumentons que les calculs présentés ici sont une source suffisante pour affirmer que ces

crossovers au-dessus du dôme supraconducteur pour le composé κ-(ET)4Hg2.89Br8 sont

en fait une manifestation de la ligne de Widom dans ce matériau et tiennent leurs ori-

gines des fortes interactions électroniques dans ce matériau.
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3.3 Loi de Homes sur le modèle triangulaire anisotrope
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FIGURE 3.3 a.) Diagramme expérimental de la relation de Homes dans les supraconduc-
teurs non conventionnel. Figure tirée de [16].
b.) Diagramme théorique de la relation de Homes sur le réseau triangulaire
anisotrope en CDMFT. Les valeurs des paramètres sont prises à la valeur de
pression (d’interaction) à laquelle Tc est maximale, soit Tm

c . Cette valeur d’in-
teraction associée à Tm

c est notée Um
c

La loi de Homes illustre une relation de proportionnalité entre des quantités phy-

siques clés d’un matériau supraconducteur. Cette relation de proportionnalité semble

caractériser de façon universelle les supraconducteurs non conventionnels. Les quanti-

tés physiques en question sont la température supraconductrice critique Tc, la rigidité

superfluide à température nulle ρs(T = 0) (ou de façon équivalente et à un préfacteur

prêt, la longueur de pénétration au carré) et finalement la valeur de la conductivité juste

au-dessus de Tc, σDC(T = Tc) [16]. Il est donc d’intérêt de vérifier si les calculs sur le ré-

seau triangulaire anisotrope pour plusieurs valeurs de paramètres, modélisant différents

composés organiques de la famille des κ-(ET)2X , peuvent reproduire une telle loi de

proportionnalité entre ces trois quantités physiques décrites précédemment. Les résul-

tats d’une telle étude d’un point de vue expérimental ont été colligés par les chercheurs

de l’article cité précédemment et leur diagramme est présenté à la Fig. 3.3a.

La Fig. 3.3b présente les résultats de la loi de Homes obtenus par calculs numériques

par la méthode CT-HYB, ainsi que de prolongement analytique par la méthode d’en-

tropie maximale [68]. Le calcul de la conductivité électrique est obtenu par l’Eq. 2.144

en réponse aux prolongements analytiques dans la phase normale juste au-dessus du Tc
maximal (Tm

c ) pour chaque «matériau» étudié, c’est-à-dire pour chaque ensemble de pa-

ramètres fixe (t’, n,Um
c ).Um

c est l’interaction pour laquelle le maximum de la température

supraconductrice se manifeste. Il s’agit de la même notation que dans l’article de la Sec.
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3.1. La valeur de la rigidité superfluide est prise à Um
c et à la température la plus faible

accessible aux simulations, celle-ci étant comprise entre T/t = 1/200 et T/t = 1/60. La

méthodologie pour les prolongements analytiques est présentée avec davantage de dé-

tails à l’Annexe F. De plus, les détails des résultats de la rigidité superfluide sont présentés

dans l’Annexe J.

Pour terminer, les résultats théoriques Fig. 3.3b sont en accord qualitatif avec la loi

de Homes. Effectivement, nous observons que la relation de proportionnalité est respec-

tée dans une bande relativement étroite sur un peu plus de deux ordres de grandeur sur

l’axe des abscisses. Cet accord qualitatif et quantitatif entre les résultats théoriques et

expérimentaux est un succès additionnel pour la modélisation des matériaux à supra-

conductivité non conventionnelle par les méthodologies présentées dans ce mémoire à

la Sec. 2.



Conclusion

L’avènement de la théorie de champ moyen dynamique (et de ses extensions sur

amas par le biais de la CDMFT) couplé aux solutionneurs Monte Carlo en temps continu

(CT-QMC) a apporté un avancement considérable dans les études des systèmes d’élec-

trons fortement corrélées. Ces méthodologies permettent une étude plus précise et réa-

liste de nombreux supraconducteurs non conventionnels , tels les cuprates et les conduc-

teurs organiques en couche.

Les objectifs principaux de ce mémoire étaient précisément d’utiliser ces méthodo-

logies pour étudier plus en détail plusieurs aspects de ces conducteurs organiques.

Premièrement, nous avons présenté la théorie et la méthodologie nécessaire à l’im-

plémentation d’un logiciel de simulations numériques portant sur le Monte Carlo quan-

tique en temps continu avec interactions génériques de types électroniques et phono-

niques. Ce logiciel a été utilisé, entre autres, pour démontrer l’existence de la transition

de Sordi sur des amas de grande taille sur le réseau triangulaire [23].

Deuxièmement, les résultats expérimentaux portant sur un composé organique dopé

en trous exposant un dôme supraconducteur [13] ont été expliqués par des études théo-

riques menées principalement par l’auteur de ce présent mémoire [62]. Nous avons dé-

montré que les caractéristiques clés des diagrammes de phases expérimentaux peuvent

être fidèlement reproduites par les méthodologies expliquées dans le premier objectif.

Troisièmement, nous avons étudié théoriquement plus en détail les phases normale

et supraconductrice des conducteurs organiques. Nous avons démontré que le compor-

tement de crossover de plusieurs quantités de transport tout près du maximum du dôme

supraconducteur observé expérimentalement peut être reproduit théoriquement et s’ex-

plique par la présence d’une ligne de Widom. Plus précisément, le comportement en

fonction de la pression pour la conductivité est calculé et démontre un comportement

similaire à celui observé expérimentalement.

Finalement, la loi de Homes dans les supraconducteurs non conventionnels, qui

illustre une relation de proportionnalité entre la température critique supraconductrice

Tc, la conductivité électrique juste au-dessus de Tc et la rigidité superfluide à température

nulle est démontrée par des calculs théoriques à l’aide des outils de CDMFT, CT-QMC et

de prolongements analytiques. Le respect de la loi de Homes par les méthodologies utili-

sées ici est un succès additionnel pour la modélisation des supraconducteurs organique

par le modèle de Hubbard sur le réseau triangulaire anisotrope.

Pour des études subséquentes, il serait intéressant de finaliser la bonification du pro-

gramme ctmo2 avec des avancées d’apprentissage automatique dans le but d’en aug-
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menter la performance. Une partie du travail a déjà été effectuée par le présent auteur

par la possibilité de sauvegarder les configurations et les poids. De plus, les logiciels pour

le "self learning Monte Carlo" ont déjà été implémentés et testés par le présent auteur

(voir l’Annexe B et les Logiciels de simulations physiques). Ces avancés en performance

pourraient servir à étudier l’effet Nernst au-dessus du dôme supraconducteur tel que

dans l’article expérimental de Suzuki et al. [14].



Annexe A

Diagrammes de phases supplémentaires
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FIGURE A.1 Diagrammes de phase à dopages finie pour le réseau triangulaire anisotrope (t’=
0.4t) en CDMFT à température finie. Le diagramme b.) est un supplément à l’article
Superconducting dome in doped quasi-two-dimensional organic Mott insulators : A
paradigm for strongly correlated superconductivity [62]. Les autres diagrammes sont
reproduits ici par fin de complétude. L’Acronyme SC définit la phase
supraconductrice. Les points rouges délimitent la température de Néel. Les valeurs
des températures de Néel sont décrites en détail dans l’article précédemment cité et
ne sont pas exposées sur tous les graphiques pour fin de visibilité des autres phases.
Les spinodales bleus délimitent une zone de coexistence entre deux phases
métalliques, dont l’une possède un pseudogap à basse pression et l’autre non à plus
haute pression.
(a) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en trous de 10%. Le point brun
ainsi que la ligne brune sont des extrapolations.
(b) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en trous de 1%.
(c) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en électrons de 1%.
(d) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en électrons de 10%.
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FIGURE A.2 Diagrammes de phase à dopages finie pour le réseau triangulaire anisotrope (t’=
0.8t) en CDMFT à température finie. Ces diagrammes sont des suppléments à
l’article Superconducting dome in doped quasi-two-dimensional organic Mott
insulators : A paradigm for strongly correlated superconductivity [62]. Les valeurs des
températures de Néel sont décrites en détail dans l’article précédemment cité et ne
sont pas exposées sur tous les graphiques pour fin de visibilité des autres phases.
(a) Diagramme de phase à demi remplissage avec toute l’étendu de l’AFM démontré
graphiquement.
(b) Diagramme de phase à demi remplissage.
(c) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en électrons de 1%. Il faut noter
que les simulations étaient particulièrement pénibles dans ce régime et que le
diagramme de phase doit être vu seulement comme une estimation ici, les valeurs
d’incertitudes étant bien plus importantes que toutes les autres mesures dans ce
mémoire.
(d) Diagramme de phase pour une valeur de dopage en électrons de 10%.



Annexe B

Self learning Monte Carlo et

auto-apprentissage

Dans cette annexe, nous décrivons les équations détaillées nécessaires pour l’implé-

mentation de la technique du Monte Carlo en apprentissage automatique tel que décrit

dans l’article [69].

Débutons par l’équation (8) de l’article précédemment cité, qui définit l’Hamiltonien

du système à l’étude de la façon suivante

−βHeff
n (si, τi) :=

1

N − 1

∑

i<j

J(τi − τj)sisj (B.1)

+
1

N − 1

∑

i<j

L(τi − τj) + F (n) (B.2)

avec les définitions suivantes pour les fonctions J, L et F

J(τ) =

CJ∑

l=0

alPl[x(τ)] (B.3)

x(τ) =
2τ

β
− 1 (B.4)

L(τ) =

CL∑

l=0

blPl[x(τ)] (B.5)

F (n) =

CF∑

l=0

cln
l . (B.6)

La valeur de gauche de l’Eq. B.1 est donnée par le logarithme du poids d’une confi-

guration en CT-QMC

−βHeff
n (si, τi) := logW (Ci) (B.7)

Puisque les quantités calculées dans les logiciels de simulations numériques sont en

fait les ratios des poids, nous obtenons
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R(i− 1, i) =
W (Ci)
W (Ci−1)

(B.8)

logW (Ci) = logW (Ci−1) + logR(i− 1, i) (B.9)

Une fois que les configurations et le logarithme de leur poids ont été accumulés, il

est possible d’obtenir les valeurs des paramètres dans les équations B.3, B.5, B.6 en ré-

écrivant le tout sous forme de modèle multilinéaire.

Effectivement, définissons d’abord l’ensemble des paires sisj → γk ; τi − τj → τk ;

k ∈ {1,K} ;K = N(N−1)
2

⇒ −βHeff
n (si, τi) =

1

N − 1

∑

k

J(τk)γk (B.10)

+
1

N − 1

∑

k

L(τk) + F (n) (B.11)

=
1

N − 1

∑

k

CJ∑

l=0

alPl[x(τk)]γk (B.12)

+
1

N − 1

∑

k

CL∑

l=0

blPl[x(τk)] +

CF∑

l=0

cln
l (B.13)

=

CJ∑

l=0

alAl +

CL∑

l=0

blBl +

CF∑

l=0

clCl (B.14)

Al :=
1

N − 1

∑

k

Pl[x(τk)]γk (B.15)

Bl :=
1

N − 1

∑

k

Pl[x(τk)] (B.16)

Cl = nl (B.17)

Soit (m, p) :=(# d’échantillons, # composantes) avec p = CJ + CL + Cf
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Il y a donc Al,i soient les Al pour l’échantillon i Bl,i et Cl,i

X̂ =




A0,1 A1,1 ... ACJ ,1 B0,1 ... BCL,1 C0,1 ... CCF ,1

. ... .

. ... .

. ... .

A0,m A1,m ... ACJ ,m B0,m ... BCL,m C0,m ... CCF ,m




(B.18)

Il est donc possible de résoudre ce système multilinéaire avec les méthodes usuelles.



Annexe C

Documentation pour le logiciel ctmo2
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CHAPTER

ONE

INTRODUCTION

ctmo stands for Continuous time multi-orbital.

1.1 Conventions

1.1.1 Comments

We use the convention “$” for the start of a shell command and “#” for commenting shell commands, etc.
Ex:

$ cd path/to/thing # change to the path of thing.

1.1.2 Executable names

There are two main executables: ctmo and ctmo_dca. The first executable uses the Cluster Dynamical mean field
theory, whereas the second executable uses the Dynamical cluster approximation.

1.1.3 Hamiltonian

The hamiltonian is a density-density type hamiltonian with phonon coupling (Notice the + sign for the hopping term):

𝐻 =
∑︁

𝜌𝜌′𝜎

𝑡𝜌𝜌′𝑐†𝜌𝜎𝑐𝜌′𝜎 +
∑︁

𝑟,𝜈

𝑈𝜈,𝜈𝑛𝑟𝜈↑𝑛𝑟𝜈↓ +
∑︁

𝑟𝜎,𝜈<𝜈′

𝑈 ′
𝜈,𝜈′𝑛𝑟𝜈𝜎𝑛𝑟𝜈′𝜎̄+

∑︁

𝑟𝜎,𝜈<𝜈′

(︀
𝑈 ′
𝜈,𝜈′ − 𝐽𝐻

𝜈,𝜈′
)︀
𝑛𝑟𝜈𝜎𝑛𝑟𝜈′𝜎 +𝐻Phonons

Important notes for the actual implementation:

• For now, we permit a relatively generic hopping matrix.

• The value of the interactions are not general yet, only one U, U’ and J_H are permitted for now. Generalization
could be easily acheived, but seldom used.

• Only one value (independant of the orbital index) is permitted for the phonon frequency and electron-phonon
coupling.

1
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2 Chapter 1. Introduction

74



CHAPTER

TWO

INSTALLATION AND TUTORIAL

2.1 Installation

Note : If build problems, please remove the build directory if it exists, then retry :

$ rm -rf build

2.1.1 Dependencies

Mandatory Dependencies

1. Armadillo

2. boost (mpi, serialization, filesystem, system)

Optional Dependencies

1. snappy

2. Postgresql

2.1.2 Pre-Steps

1. Make sure you have a “bin” directory in your home folder

2. Append the bin folder to your path. Add the following line to your ~/.bashrc: export PATH=”$PATH:~/bin”

3. $ source ~/.bashrc

2.1.3 Linux (Ubuntu 16.04 and later)

This installation procedure should work for many recent Linux flavors. For the following we present the instructions
specific for Ubuntu or derivatives.

1. Install the Dependencies
$ sudo apt-get install libarmadillo-dev libboost-all-dev cmake

2. $ mkdir build && cd build && cmake -DBUILD_TESTS=OFF .. && make -j NUMBER_OF_CORES
# replace NUMBER_OF_CORE by say = 4

3. sudo make install

3
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2.1.4 Mac

This has been tested on macOS 10.13.6.

1. Install the Dependencies (with Homebrew
[https://brew.sh/)] $ brew install armadillo $ brew install boost $ brew install boost-mpi $ brew install
postgresql $ brew install snappy

2. $ mkdir build && cd build && cmake -DBUILD_MAC=ON -DBUILD_HOME=OFF .. && make -j
NUMBER_OF_CORES
# replace NUMBER_OF_CORE by say = 4

3. sudo make install

2.1.5 Graham, Ceder, mp2b, ms2b

1. $ module reset

2. $ module load nixpkgs/16.09 gcc/5.4.0 armadillo boost-mpi snappy cmake

3. $ mkdir build && cd build
CXX=mpic++ cmake -DBUILD_GRAHAM=ON -DBUILD_MPI=ON -DBUILD_HOME=OFF ..
make

4. Copy the executaables to a know location on your path.
For example: $ mkdir ~/bin && cp -i ../src/ctmo* ~/bin/
Add the ~/bin to your path :
in ~/.bashrc add the following line at the end:

export PATH=”$PATH:~/bin”

2.1.6 Beluga

1. $ module reset

2. $ module load nixpkgs/16.09 gcc/7.3.0 cmake armadillo/7.950.1 snappy boost-mpi cmake

3. $ mkdir build && cd build
CXX=mpic++ cmake -DBUILD_GRAHAM=ON -DBUILD_MPI=ON -DBUILD_HOME=OFF ..
make

4. Copy the executaables to a know location on your path.
For example: $ mkdir ~/bin && cp -i ../src/ctmo* ~/bin/
Add the ~/bin to your path :
in ~/.bashrc add the following line at the end:

export PATH=”$PATH:~/bin”

4 Chapter 2. Installation and Tutorial
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2.2 Tutorial

For Mp2 and Graham, use the “scractch” directories. If build problems, please remove the build directory if it exists,
then retry :

$ rm -rf build

2.2.1 Graham (Mp2b): Tutorial 1

First steps

1. Connect to Graham (Mp2b):
$ ssh -X “user”@graham.computecanada.ca # where “user” is your compute canada/Mp2 Username

2. Ensure you have done the Pre-Steps described in Installation and Tutorial.

3. $ salloc –time=01:00:00 –ntasks=1 –mem-per-cpu=4000 –account=def-tremblay

4. $ module reset

5. $ module load nixpkgs/16.09 gcc/5.4.0 armadillo boost-mpi

6. $ cd ~/scratch

7. $ cp -r ~/projects/def-tremblay/tutorial_ctmo ./

8. $ srun ctmo params1.json

Here are the next steps.

Next steps

This will produce many files. Look at them with ls:

The important output files are greenUp.dat, hybUp.dat, selUp.dat. Note that the files are renamed corresponding to the
current iteration.

Let us plot the green fonction.

$ gnuplot $ plot ‘greenUp.dat’ u 1:3 w lp ps 2

2.2. Tutorial 5
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6 Chapter 2. Installation and Tutorial
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CHAPTER

THREE

THE PARAMETER FILE

The parameter files used to specify the details of the Monte Carlo simulations are in the json format. This file for-
mat is convinient, readable and also ubiquitous. While reading the following descriptions, please open up the file
‘test/Simulations/holstein_DMFT_T0.3/params1.json’ to follow along. The name of the parameters follow the simple
camelCase convention.

You can also reference the parameter file here: Example Parameter file

3.1 monteCarlo

The parameters in this sub-json specify the monte carlo specific details:

measurementTime (float)

The time in minutes each processor measures.

thermalizationTime (float)

The time in minutes for which each processor will thermalize. It is difficult to give a good optimal value. I would
say, ~10% of the measurement time.

seed (int)

The seed for the random number generator.

thermalizeFromConfig (bool)

Should the program thermalize or simply start measuring format the previously saved configuraion. If true
thermalizes from the previously saved configuration.

3.2 model

beta (float)

The inverse temperature in Hartree units.

hybUpFile (string)

The name of the hybridization file for the current iteration.

modelFile (string)

The name of the model file that states the symmetries for the green function.

J_H (float)

The interaction value for different orbitals and same spin.

7

79



ctmo2 Documentation, Release 2.0.0

nkpts (int)

The number of k points used in the selfconsistency and to calculate the local hopping matrix.

nOrb (int)

The number of orbitals.

U (float)

The interaction value for same orbitals but different spin.

UPrime (float)

The interaction value for different orbitals and different spin.

delta (float)

Mathematical value to avoid sign probelm. This value enters in the auxiliary Ising spin variables. Value should
be near 0.01.

gPhonon (float)

The value for electron-phonon coupling.

w0Phonon (float)

The value for the phonon frequency.

mu (float)

The value of the chemical potentiel.

cluster (List[int])

• Nx: Cluster lenght in x.

• Ny: Cluster lenght in y.

• Nz: Cluster lenght in z.

tParameters (List[List[float]])

For each independant orbital, one should specify the hopping matrix. For an example with one or-
bital, please refer to the Example Parameter file. For an example with two orbitals, please refer to
test/Simulations/2x2Sqaure_2Orb’.

• tx: hopping nearest-neighbor in x.

• t2x: hopping second neighbor in x.

• t3: Third nearest-neighbor hopping.

• tx=y: hopping along x = y diagonal

• tx=-y: hopping along x = -y diagonal

• etc.

3.3 solver

cleanUpdate (int)

The number of updates before calculating the Green matrixs from scratch. A good value is around 20000-50000.

updateMeas (int)

The number of updates before performing a measurement.

8 Chapter 3. The Parameter file
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averageOrbitals (bool)

true if the orbitals are “identical”, you then want to average the results over the orbitals. If the orbitals are
different, then set to false

isOrbitalDiagonal (bool)

true if orbitals don’t interact bewteen one another.

eCutGreen (int)

Cut-off energy for the measurement of the green function.

ntau (int)

The number of tau points for the green function entering in the solver. A minimal value is taken by default if the
value given here is too small.

n_tau_sampling (int)

The number of time-translational invariant configurations to take for each measurement. The value of 5 seems
optimal in many cases.

3.4 selfCon

eCutSelfCon (int)

The cut-off energy to use in the selfconsistency (not used for now).

weightsR (int)

The mixing value used for the selfconsistency for the real part of the hybridization.

weightsI (int)

The mixing value used for the selfconsistency for the imaginary part of the hybridization.

3.5 logging

level (string)

The logging level of the program. The options are as follows, with increasing verbosity:

• warn # the less verbose

• info

• debug

• trace # The most verbose

logToFile (bool)

true if the program should log to a file.

file (string)

The name of the file to log to.

3.4. selfCon 9
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3.6 Example Parameter file

{
"ctmoVersion": "2.0.0",
"logging": {

"file": "ctmo.log",
"level": "debug",
"logToFile": true

},
"model": {

"J_H": 0.0,
"U": 20.0,
"UPrime": 0.0,
"beta": 5.0,
"cluster": {

"Nx": 1,
"Ny": 1,
"Nz": 1

},
"delta": 0.01,
"gPhonon": 0.0,
"hybUpFile": "hybUp50.dat",
"modelFile": "SIAM_Square.model",
"mu": 10.0,
"nOrb": 1,
"nkpts": 256,
"tParameters": {

"00": {
"t2x": 0.0,
"t2y": 0.0,
"t2z": 0.0,
"t3": 0.0,
"tIntra": 0.0,
"tx": -1.0,
"tx=-y": 0.0,
"tx=-z": 0.0,
"tx=y": 0.0,
"tx=z": 0.0,
"ty": -1.0,
"ty=-z": 0.0,
"ty=z": 0.0,
"tz": 0.0

}
},
"w0Phonon": 0.0

},
"monteCarlo": {

"measurementTime": 30.0,
"seed": 203937213,
"thermFromConfig": false,
"thermalizationTime": 0.5

},
(continues on next page)

10 Chapter 3. The Parameter file
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(continued from previous page)

"selfCon": {
"eCutSelfCon": 200,
"weightsI": 0.2,
"weightsR": 0.2

},
"slmc": {

"batchSize": 500,
"maxBatchesSaved": 40,
"measurementTime": 600.0,
"simulationId": -9999,
"thermalizationTime": 5.0,
"updatesMeas": 50000

},
"solver": {

"S": 1.0,
"averageOrbitals": true,
"cleanUpdate": 10000,
"eCutGreen": 100,
"isOneOrbitalOptimized": true,
"isOrbitalDiagonal": true,
"n_tau_sampling": 5,
"ntau": 5000,
"updatesMeas": 100

}
}

3.6. Example Parameter file 11
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12 Chapter 3. The Parameter file
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CHAPTER

FOUR

IMPORTANT NOTES

4.1 Conventions

The conventions for the cluster sites follow the cartesian plan, starting by the site 0. The sites are numbered in the order
of increasing x, then increasing y, then increasing z.

The same applies to the definition of the K points in DCA.

4.2 Important Output files

The important output files are the following:

• outPutConvention.dat:
The outPut of the green, hyb and self files regarding the cluster sites. For example, if the outPutConvention
file has the following form: (0,0) (0,1) (0,3)

We thus have N Independant green fuctions (NIndep “Sites pair”). Then the green function has the first
column as the frequencies, the second and third column as the real and imaginary part of G_00 respectively
and so on. If there are multiple orbitals, then we repeat this process for each orbital. Ex. Say 2 orbitals, o1
and o2, then we have the previous definition for (o1, o1), then (o1, o2), then (o2, o2) for a total of (3*3*2
+ 1) columns, i.e 1 + [NIndep*NOrb*(NOrb+1)/2 ]*2 Columns.

• greenUp${ITER}.dat:
The green function.

• selfUp${ITER}.dat:
The self-energy function.

• hybUp${ITER}.dat:
The hybridization function.

• Obs.json:
All the observables computed. For each of these observables, we also have a .dat file associated. For
example, docc.dat, sign.dat, docc0_0.dat (double occupancy of site0, orbital0). Etc.

13
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4.3 Averaging the results

Simple as using a python module:

1. module load python/3.7 scipy-stack

2. pip install –user statsfiles

3. cd DIRECTORY_OF_SIMULAION

4. Replace ${ITERSTART} in the following line with the iteration at which
to start the averging.

5. python -m statsfiles ${ITERSTART} –cdh

Sometimes, you may encounter problems if the program ctmo has been terminated while it would have been writing
files, such as the green function. Therefore, if you get an error of numpy shape, then remove the last iteraion of greenUp,
selfUp and hybUp files and this should resolve the problem.

14 Chapter 4. Important Notes
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Annexe D

Susceptibilité magnétique uniforme et choix

de l'amas

Le calcul de la susceptibilité uniforme de spin en CDMFT est présenté dans les gra-

phiques de la présente annexe. Le choix de l’amas influence grandement le comporte-

ment en température de cette quantité physique. En effet, en se référant à la Fig. D.1, il

est aisé de constater que les amas triangulaires à trois sites posent une problématique.

Effectivement, à basse température, un comportement de Curie-Weiss est observé pour

la susceptibilité. Il est donc possible d’affirmer que le système à basse température se

comporte comme un spin 1/2 effectif. En revanche, l’amas à quatre sites possède des

comportements à basse température qui ne peuvent être expliqués par une physique

sans interaction et compose donc un modèle intéressant et proche des expériences. Il

faut donc rejeter les amas à sites impairs.
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FIGURE D.1 Susceptibilité locale de spin en fonction de la température pour divers paramètres
de remplissage, d’interaction et de configuration d’amas.
(a) Susceptibilité pour l’amas triangulaire anisotrope à trois sites avec saut au
deuxième voisin de valeur t’= 0.8t à demi remplissage pour la valeur d’interaction
U/t = 10.0. Le comportement caractéristique de la relation de Curie-Weiss est
clairement visible.
(b) Susceptibilité pour l’amas triangulaire isotrope à trois sites avec saut au
deuxième voisin de valeur t’= t à demi remplissage pour la valeur d’interaction
U/t = 11.00. Le comportement caractéristique de la relation de Curie-Weiss est
clairement visible.
(c) Susceptibilité pour l’amas triangulaire anisotrope à quatre sites avec saut au
deuxième voisin de valeur t’= 0.8t à demi remplissage pour la valeur d’interaction
U/t = 8.50.
(d) Susceptibilités pour l’amas triangulaire isotrope à quatre sites avec saut au
deuxième voisin de valeur t’= t à demi remplissage pour la valeur d’interaction
U/t = 8.80.



Annexe E

La chaleur spéci�que en CDMFT

Théoriquement, nous pouvons aussi calculer la chaleur spécifique de nombreuses

façons. Effectivement, il faut en premier lieu calculer l’énergie de la plaquette à diffé-

rentes températures, avec tous les autres paramètres fixes. Par la suite, une forme analy-

tique pour la chaleur spécifique est postulée ou une interpolation numérique est utilisée

pour calculer la dérivée. Une forme analytique possible est une série de Fourier d’expo-

nentielles de la forme suivante et donne de très bons résultats

CV =
N∑

k=1

bke−(−kα
T

) . (E.1)
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La valeur du paramètre α est libre et doit être optimisée. Il faut choisir le nombre N

judicieusement selon les bonnes pratiques de lissage de courbes. La figure E.1 présente

la chaleur spécifique calculée en CT-QMC avec le solutionneur CT-HYB pour plusieurs

valeurs de paramètres. Nous utilisons l’équation E.1 pour lisser la valeur de l’énergie en

fonction de la température, car l’intégrale de la fonction ci-haut nous donne la valeur de

l’énergie.
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FIGURE E.1 Chaleur Spéficique pour différents amas et divers paramètres, provenant de
calculs CT-QMC.

Le pic à basse température visible dans la chaleur spécifique de la figure E.1 s’ex-

plique par les corrélations à forte interaction. En effet, l’explication fourni par la réfé-

rence [70], identifie ce pic avec le développement d’excitations de spin de basse énergie.



Annexe F

Prolongement analytique en CDMFT

Les prolongements analytiques pour les quantités calculées dans ce mémoire ont été

effectués par le biais de la méthode d’entropie maximale [68].

Pour ce faire, plusieurs méthodologies et astuces doivent être employées. La quantité

essentielle à obtenir est la self-énergie en fréquences réelles. Nous pouvons prolonger

seulement la self-energie par construction d’une fonction de Green Auxiliaire de l’amas

[71], [72]

ĜA
c = (z + µ− Σ̂c)

−1 . (F.1)

Pour l’obtention de la self-énergie dans cette méthodologie, NI composantes indé-

pendantes de la fonction de Green Auxiliaire doivent être prolongées.

Une autre approche consiste plutôt à prolonger la fonction d’hybridation de l’amas

en question et ensuite la fonction de Green de l’amas. Cela permet d’extraire la self-

énergie par l’utilisation de l’ Eq. 2.24. Ici 2 × NI composantes doivent être prolongées

(NI pour ∆̂c et NI pour Ĝc).

Les deux méthodes étant stables, les prolongements sélectionnés dépendent des vé-

rifications faites sur les self-énergies (qui doivent être causales), mais aussi avec les cal-

culs de densités d’états, qui selon l’Eq. 2.36 doit être égale sur l’amas et sur la fonction de

Green périodisée. Effectivement, le prolongement de la trace normalisée de la fonction

de Green de l’amas n’impliquant qu’un seul prolongement analytique constitue un bon

étalon pour vérifier les résultats deNI ou 2×NI prolongements analytiques. Un autre mé-

trique permettant la validation des prolongements analytique est le calcul du nombre de

porteurs sur l’amas, car cette quantité est directement disponible par les calculs CT-QMC

dans l’espace de Matsubara et peut être aisément calculée par les méthodes usuelles de

physique statistique [27] en fréquences réelles.
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Annexe G

Cartographie entre CT-AUX et CT-INT

Il est possible et avantageux d’écrire sous une notation unifiée les deux méthodes de

couplage faible de CT-QMC . Cette dérivation utilise ma propre notation, grandement

inspirée des références [37, 46, 73, 74].

W (Cn) =

(
n∏

i=1

Ki(s)

(2βNcl)

)
Det

[
A(Cn)

]
(G.1)

Ki(s) = Kκκ′(s) (G.2)

=
−βVκκ′Ncl

(fκ(s)− 1)(fκ′(s)− 1)
(G.3)

A(Cn) = F (Cn)− G̃
(
Cn)(F (Cn)− 1

)
(G.4)

F (Cn)ij = fijδij (G.5)

G̃(Cn)ij = g̃0ij (G.6)

Notons que, dans le cas sans supraconductivité, la matrice A(Cn) se factorise en spin

up et down. Aussi, g̃0ij est la fonction de Green non interagissante avec le potentiel chi-

mique décalé. Le tableau suivant définit les valeurs des fonctions F et K dans le cas du

modèle de Hubbard à une bande.

CT-AUX CT-INT

fij eγ(−1)σsiδij
ασi (si)

ασi (si)−1δij

TABLE G.1 Valeur de la fonction auxiliaire pour le développement CT-INT ou CT-AUX.

Notons que pour si = 0, fij = 0. Et γ est le paramètre libre pour la transformation de

Hubbard–Stratonovich.
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Annexe H

Lien entre Submatrix et normal

Débutons par démontrer l’équivalence entre la méthode submatrix et la méthode

normale pour un Hamiltonien sans interaction qui permettent de séparer les secteurs de

spins :

Partons de l’équation G.1 et tentons de la ramener à la forme 2.75.

W (Cn) =

(
n∏

i=1

Ki(s)

(2βNcl)

)
DetA(Cn) (H.1)

=

(
n∏

i=1

−Vκi,κ′
i

2(fκi(si)− 1)(fκ′
i
(si)− 1)

)
DetA(Cn) (H.2)

=

(
n∏

i=1

−Vκi,κ′
i

2

)(
n∏

i=1

1

(fκi(si)− 1)(fκ′
i
(si)− 1)

)
DetA(Cn) (H.3)

DetA(Cn) = Det
(
F (Cn)− G̃

(
Cn)(F (Cn)− 1

))
(H.4)

=

n∏

j=1

fκj (sj)fκ′
j
(sj)−Det(G̃

(
Cn))




n∏

j=1

(fκj (sj)− 1)(fκ′
j
(sj)− 1)


 (H.5)

= Det (M) (H.6)

Où la dernière équation découle du tableau G.1 et de l’équation 2.75
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Annexe I

Densité d'états dans la phase

supraconductrice
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FIGURE I.1 Densité d’états à température finie pour le modèle triangulaire anisotrope pour des
dopages, frustrations et températures diverses calculées en CDMFT à température
finie dans la phase supraconductrice.
(a) Densités d’états à interaction constante pour plusieurs valeurs de températures
inverses. En diminuant la température, la formation du gap supraconducteur est
observée.
(b) Densités d’états pour diverses valeurs d’interactions, de frustration et de dopage.

Les Fig. I.1 démontrent qu’il y a un ordre de singulets de spin à courte portée, et ce

même dans la phase supraconductrice pour les cas de faible frustration [75] . Ces ré-

sultats suggèrent fortement que plus la frustration se rapproche du réseau triangulaire

isotrope et que plus nous nous éloignions du demi-remplissage, alors le gap supracon-

ducteur tend plus vers un gap d-wave.
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Annexe J

Rigidité super�uide sur le réseau triangulaire

anisotrope

Dans cette annexe, nous exhibons les calculs de la rigidité superfluide en fonction

de la température, de la pression, de la frustration et du dopage. Les résultats clés sont

la manifestation d’un comportement en saturation à basse température pour de faible

frustration et près du demi-remplissage. En s’éloignant du demi-remplissage et plus la

frustration est élevé, plus le comportement est celui attendu expérimentalement pour

les classes de matériaux modélisés par les présents calculs. Nous proposons que ce phé-

nomène provient du fait que seule une proportion des porteurs condensent dans l’état

supraconducteur et qu’une fraction importante des porteurs demeurent dans une phase

hautement frustré [56].

J.1 Rigidité super�uide à demi remplissage
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FIGURE J.1 Rigidité superfluide calculée en CDMFT à température finie et à demi remplissage
pour deux valeurs de frustration. Les trois méthodologies de périodisation sont
représentées : ρtr est la valeur calculée en n’effectuant aucune périodisation, mais
simplement en effectuant la trace sur la matrice de Nambu de l’amas, ρC est calculé
selon la périodisation cumulant et finalement ρG est calculé selon la périodisation
Green. Les détails de périodisation sont fournis dans plusieurs références dont [39].
(a) Rigidité superfluide pour une valeur d’anisotropie de t′ = 0.4t et une valeur
d’interaction de U/t = 5.90.
(b) Rigidité superfluide pour trois périodisations différentes et pour une valeur
d’anisotropie de t′ = 0.8t. Le comportement linéaire à haute température semble
aussi saturer vers les températures plus basses, de façon analogue au comportement
de la rigidité superfluide à plus faible frustration ( Fig a.).
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J.2 Rigidité super�uide à dopage �ni

La figure J.2 est en accord qualitatif avec la référence expérimentale [17].

Une observation clé est le lien entre le comportement de la rigidité à basse tempé-

rature et la forme du gap supraconducteur. En effet, plus la frustration du réseau est im-

portante et plus le dopage est grand, plus le gap supraconducteur se rapproche d’un gap

d-wave et le comportement de la rigidité superfluide s’éloigne de la saturation à basse

température pour obtenir un comportement qui dépend de la température de façon non

triviale. À terme, nous remarquons que pour une haute frustration et un haut dopage,

le gap est de type d-wave. Nous voyons aussi que le comportement suit une loi de puis-

sance à basse température, compatible avec les résultats expérimentaux de la Fig. J.4. Il

serait intéressant ultérieurement d’étudier cette loi de puissance.
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FIGURE J.2 Rigidité superfluide calculée en CDMFT à température finie et à dopage finie pour
deux valeurs de frustration. Les trois méthodologies de périodisation sont
représentées : ρtr est la valeur calculée en n’effectuant aucune périodisation, mais
simplement en effectuant la trace sur la matrice de Nambu de l’amas, ρC est calculé
selon la périodisation cumulant et finalement ρG est calculé selon la périodisation
Green. Les détails de périodisation sont fournis dans plusieurs références dont [39].
Les valeurs de rigidité superfluide sont prises à interaction constante en abaissant la
température. La valeur de l’interaction est prise près de la valeur maximale de la
température critique (Tm

c ).
(a) Rigidité superfluide en fonction de la température inverse pour une valeur
d’anisotropie de t′ = 0.8t, une valeur d’interaction de U/t = 14.50 et un dopage de
10% en électrons.
(b) Rigidité superfluide en fonction de la température inverse pour une valeur
d’anisotropie de t′ = 0.4t, une valeur d’interaction de U/t = 6.50 et un dopage de 1%
en électrons. Nous observons que pour une faible valeur de dopage et de frustration
la rigidité superfluide sature très rapidement en fonction de la température. Ceci est
également en accord avec le comportement du gap supraconducteur en fonction du
dopage et de la frustration présenté dans la Sec. I. En revanche, en s’éloignant du
demi-remplissage, la saturation est repoussée à plus basse température, davantage
en accord avec un gap d-wave (Sec. I).
(c) Rigidité superfluide en fonction de la température inverse pour une valeur
d’anisotropie de t′ = 0.4t, une valeur d’interaction de U/t = 10.50 et un dopage de
10% en électrons. La rigidité superfluide s’approche de ce qui est observé pour le cas
expérimental dopé aux trous, présenté à la Fig. J.4.
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J.3 Rigidité super�uide selon la pression
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FIGURE J.3 Rigidité superfluide selon l’axe c obtenue par simulations en CDMFT avec le
solutionneur CT-HYB pour plusieurs valeurs de remplissage et de frustration. La
périodisation Green est représentée par la couleur verte, la périodisation cumulant
par la couleur bleue et finalement la périodisation trace est représentée par la
couleur rouge foncé. Tous les points de rigidité superfluide sont calculés à la
température T/t = 1/60 et un balayage est effectué en fonction de la pression.
(a) Rigidité superfluide calculée à demi remplissage pour la frustration t′ = 0.4t.
(b) Rigidité superfluide calculée pour un dopage de 10% en électrons pour la
frustration t′ = 0.8t.
(c) Rigidité superfluide calculée pour un dopage de 10% en électrons pour la
frustration t′ = 0.4t.
(d) Rigidité superfluide calculée pour un dopage de 1% en électrons pour la
frustration t′ = 0.4t. La transition entre un métal et un métal corrélé (possédant un
pseudogap) dans la phase normale est représentée par la ligne avec la légende MMT
(metal-metal transition).

Les résultats de la Fig. J.3a sont en accord avec l’expérience [76].

Un aspect intéressant est la diminution de la rigidité superfluide à une valeur qui est
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dans la phase de coexistence [12, 62]. Effectivement, la valeur de la rigidité superfluide

à β = 60 augmente progressivement jusqu’à atteindre la valeur de la coexistence métal

isolante calculée dans la phase normale (Uc1 = 5.8) et la rigidité superfluide disparait à la

valeur Uc2 de la transition métal isolant de la phase normale. Ce comportement est aussi

observé très visiblement à faible dopage fini à la Fig. J.3d. Effectivement, nous observons

une augmentation de la rigidité superfluide jusqu’à la valeur de pression pour laquelle,

dans la phase normale, il y a la transition de premier ordre entre le Métal et la phase

pseudogap. D’autres observables dans la phase supraconductrice démontrent ce même

comportement intriguant, telle la double occupation [62]. Cela appuie fortement la thèse

de Simard et collab. [56] selon laquelle seulement une quantité d’électrons plus faible

que n condense dans l’état supraconducteur.
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FIGURE J.4 Rigidité superfluide expérimentale du composé κ-(ET)4Hg2.89Br8 . Figure tirée
de [14].
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